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ABSTRACT: In the early 70's, Black, Scholes and Merton have made a major breakthrough in option pricing. These
contributions and developments are the source of the famous Black-Scholes model which had a great impact on how used by
traders, both in terms of option valuation in the development of coverage This work has also been the starting point for the
spectacular development of computational finance in the 80's and 90's.En 1997 Merton and Scholes were awarded the Nobel
Prize in Economics (Black had died). This formula is widely used in practice to the extent that it defines the implied volatility
has become a real unit of measurement. The mathematical model that describes the financial market is both simple and
effective. The aim of this paper is to develop options pricer using VBA language and the Black and Sholes model.
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RESUME: Au début des années 70, Black, Scholes et Merton ont opéré une avancée majeure en matiére d’évaluation des
options. Ces contributions et leurs développements sont a I'origine du célebre modéle de Black et Scholes qui a eu un tres
grand impact sur les méthodes utilisées par les traders, tant en matiére d’évaluation d’option que dans la mise au point de
couverture. Ces travaux ont aussi été le point de départ du développement spectaculaire de la finance computationnelle
dans les années 80 et 90 .En 1997, Merton et Scholes ont été récompensés par le prix Nobel d’économie (Black était décédé).
Cette formule est tres utilisée en pratique a tel point que la volatilité implicite qu’elle définit est devenue une véritable unité
de mesure. Le modele mathématique qui décrit le marché financier est a la fois simple et efficace. L’objectif de ce papier est
de de développer un pricer des options en utilisant le langage VBA et le modeéle Black et Scholes.

MOTs-CLEFS: Modele Black et Scholes, Mouvement Géométrique Brownien, lemme d’It6, équation de la chaleur, fonctions
de Green.

1 INTRODUCTION

Au début des années 70, Black, Scholes et Merton ont opéré une avancée majeure en matiere d’évaluation d’options Ces
contributions et leurs développements sont a 'origine du célebre modéle de Black et Scholes qui a eu un tres grand impact
sur les méthodes utilisées par les traders, tant en matiere d’évaluation d’option que dans la mise au point de couverture Ces
travaux ont aussi été le point de départ du développement spectaculaire de la finance computationnelle dans les années 80
et 90 .En 1997, Merton et Scholes ont été récompensés par le prix Nobel d’économie (Black était décédé). Cette formule est
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tres utilisée en pratique a tel point que la volatilité implicite qu’elle définit est devenue une véritable unité de mesure. Le
modele mathématique qui décrit le marché financier est a la fois simple et efficace [1].

2 LE PORTEFEUILLE DE COUVERTURE

On peut construire un portefeuille qui aura le méme montant comme un call, peu importe si le prix de I'action se déplace
vers le haut a la hausse des prix ou a la baisse des prix. La quantité des actions a acheter dépend de combien les
changements du prix du call par rapport a un changement dans le cours des actions. Ceci est dénommé le ratio de
couverture:

(1)

Le Portefeuille A basé sur ce ratio de couverture est appelé un « portefeuille auto-réplication » ou un « call synthétique".

Soit ce portefeuille représentée par™ .

Le prix de ce portefeuille couvert est donné par :
T=c—A:S (2)

3 LE MODELE GEOMETRIQUE BROWNIEN

Ce modeéle binomial du mouvement des prix de I'action est extrémement simpliste. On ne trouve jamais des actions dont
le prix va augmenter jusqu'a un certain niveau ou vers le bas pour un certain niveau. Cependant a chaque instant dans le
temps au cours de laquelle un cours est échangé, le prix peut se déplacer vers le haut ou vers le bas. Ce mouvement dans le
cours des actions est analogue au mouvement d'une particule lourde entouré de particules légéres. Comme les particules de
la lumiere se déplacent rapidement, ils fonctionneront au hasard dans les particules lourdes, modifiant légérement son
cours. Le mouvement de chaque particule de lumiere est indépendant du mouvement des autres particules légeres. De
méme, la force avec laquelle chaque particule de lumiére frappe est indépendante des autres. Les particules lourdes est
soumis a des forces indépendantes, au hasard des diverses orientations et ordres de grandeur qui changent son mouvement.
Au fil du temps, cependant, les divers impacts sur les particules lourdes forment une distribution normale avec une donnée
moyenne et un écart-type. Ce modele du mouvement de la particule lourde est appelé mouvement géométrique brownien

12].

Il est facile de voir comment ce modele s'applique au prix des actions. Selon I'hypothése d'efficience du marché, toutes
les informations connues sur une entreprise sont déja utilisées par le marché en achetant ou en vendant des actions. A tout
moment t, le prix de I'action integre cette information connue. Le changement du prix de I'action change avec I'ajout de
nouvelles informations comme le temps passe a t + 1. Par définition du "nouveau", il s'ensuit que ces informations ne
peuvent étre prédites a I'avance. Certaines de ces informations peuvent s'appliquer a tous les stocks en général. Dire qu'une
nouvelle enquéte de confiance des consommateurs est libérée, montrant une forte recrudescence dans la confiance des
consommateurs. Tous les cours d’actions auront tendance a rallier que cette nouvelle information est absorbée par le
marché. Certains renseignements peuvent étre entreprise spécifique et analogue a un coup de grande intensité recu par les
particules lourdes [3].

Le mouvement des prix de I'action est mieux assimilé en le traitant en pourcentages. Disons que valeur d'un cours
diminue de 15 % au temps t. Au temps t + 1, le cours s'éléve, en valeur, de 15 %. Evidemment, le cours ne reviendra pas au
prix d'origine. On suppose que x est le taux de variation du cours de |'action. Cette variation cumulative est décrite par
I'équation (1 — x)(1+x) = (1-x2). Pour une modification de 15 %, nous aurons 1-15.> =.9775, avec un cours ayant un rendement
cumulé de-2.25 %. Pour cette raison, le stock est censé avoir un rendement géométrique. L'expression « rendement
géométrique » est synonyme de rendement suivant une loi lognormale, comme le prix de I'action aura une distribution log-
normale. Ce changement du cours des actions est modélisé comme ayant deux composantes : une composante déterministe,
égale a la moyenne de rendement d'un cours dans le passé, | et une composante aléatoire égale a I'écart d'un cours, o. le
changement des cours des actions peut étre décrite par une équation différentielle stochastique [4] :

l'.?]E'It = ﬁ-.E‘Itl'.?]f + JSH:EBt
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Cette équation est différente des fonctions déterministes. Une fonction suivant un comportement déterministe. Compte
tenu d'un intrant donné, produira toujours le méme résultat. L'équation différentielle stochastique décrit un « processus ». Il
y a incertitude au sujet de ce que sera le résultat.

4 L'EQUATION DIFFERENTIELLE DE BLACK-SCHOLES

La valeur d'un call au temps t, ¢;, dépend de deux variables. Tout d'abord, combien le prix du call change par rapport a un
changement dans le cours des actions ? C'est le terme delta utilisé en couverture. Deuxiemement, combien de temps dure le
call ? Le plus de temps le cours des actions est élevé, le plus précieux le temps est. Ainsi on obtient la valeur d'un call au
temps t, basée sur deux variables, au lieu de l'unique caractéristique variable d'équations différentielles ordinaires [5] :

s b
oy = (S, t)

(4)

En utilisant le modéle de prix brownienne, équation (3) et une technique de calcul stochastique appelée lemme d'lto, il
peut étre démontré que la variation de valeur du call est donnée par :

e e
dey (r:fif -“"Srdq —cr 252 _}Sj) -fff—l—-ir.gﬁcﬂﬂt

(5)

Rappelons qu'un portefeuille parfaitement couvert peut étre construit dans lequel le changement dans le cours de
I'action sera parfaitement compensé par une variation du prix du call, en raison de la possession d'actions au prorata de ce
ratio de couverture ou en triangle. Un changement de valeur de ce portefeuille est donné par:

de 1 &c
dr=de — AdS = | — + =¢%5*"— 5 | dt
ot 2 .52
(6)
Toutefois, rappelons que ce portefeuille couvert posséde le méme rendement quel que soit le mouvement des prix de

I'action. Un portefeuille couvert, T et un taux d'intérét sans risque de r, par hypothése d’absence d’opportunités
d’arbitrage, le rendement du portefeuille sur un changement donné dans le temps, dt, doit étre égal au taux sans risque [6] :

A
dr =rwdt = r (c‘ — % 5') dt

On définissant les équations égales entre elles et on simplifiant, on obtient :

de 1 4, 0% e
q S o
_+EU 752 =rc ?H—ag

Ce paramétrage égale a zéro les rendements le Black-Scholes équation aux dérivées partielles:

e 1 4 _,8% de
Q . e —
df+ —a*5 C}5_2+?.£-T(_:.}5, re=10

el S, 1) = max(S — K, 0]
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Cette équation est une équation aux dérivées partielles linéaire avec les valeurs limites, puisque la valeur du call au
moment de |'expiration est égale a la valeur plus grande ; zéro ou le cours des actions S moins le prix d'exercice K.

Pour résoudre cette équation différentielle, des transformations s'imposent. La premiere transformation est la suivante :

& =c- E:TI:T_H, g*— g. E:T“I:'T—It:l:

ce=c(5t) = o =c"(5%1),
o= EIE—J'I:'T—I&:I,I § = g* .—JIT t:l

Et ensuite on peut calculer

a a
.-_C — (Cllfs'l :| —r(T— tl'\
it at
ac* o dct "‘.?5" .
= .—Y‘I:T—tl_l i CI ) L.. E:_?{T_t:lﬂ-?‘lfflt" —r(T'—t}
at o5 ot
_ ﬁ ) g o O 4 pete—T-t)
ot a5*
- i Oy W Oy o i C.'.r
E — d |: 5& fl_‘—ﬂ]" tl:l _ de E—r{]" ) __ r‘.’ilﬂ . qH E—f‘l:']"—t:l
a5 as a5 a8 as
ot
T
e 0 (tfi'c’ - ol o B P o(T—t)
057 ~ 8505~ " a5t as ~ as?t T
(10)
Substituant ces valeurs dans I’équation différentielle Black-Scholes d’origine, on obtient:
L"‘.i'.:‘ it
5&2 = |:|
i 2 a5+
(5%, T) = max(5* — K, 0)
(11)
Une autre transformation s'effectue :
= htr.:r‘—u r=T—-t, =Kf(z,1)
= (85 = f=flz,T
l ':;- l ]
r=In———-0o"T.
K 2
(12)

Le calcul des dérivés a l'aide de cette transformation et son remplacement par ces dérivés dans les équations
précédentes, on peut éventuellement montrer que :
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af 1 ,0°f
or 27 ba2
flz,0) = max(e" —1,0)

(13)

Cette série de transformation a montré que I'équation différentielle de Black-Scholes donnant la valeur d'une option
d'achat revient exactement comme une équation de la chaleur. Une telle équation servirait en physique pour décrire la
température d'une tige de métal. La solution de cette équation de la chaleur est connue. En prenant cette solution connue a
I'équation de la chaleur et en utilisant les mémes transformations en sens inverse, on peut envisager une solution a
I'équation différentielle de Black-Scholes. L'équation de la chaleur est résolue a I'aide de la fonction de Green [7] :

1 (m - Iljjlj

- i 2

Glz,Tim0) = ———=e  20°7
V2mair

(14)

Cette fonction décrit la probabilité d'un nombre aléatoire normale tombé dans une certaine gamme donnée une
condition initiale spécifique. La fonction est utilisée pour développer I'intégral de Green :

oo
flz,7) = j £ (0, 0)G(z, 7; o) do

—ixg
(15)
La solution a cette intégrale est simplement :
flz,7) =B-A
Avec :
. 1 2;
A= — e~ Toy/Tdy
—=_ 2ol
T T
" z i
ol B
= j —_ T dy
—0 1.,.-"2}|'
- x
= N — | .
T T
oo 1 fz—zn)?
B = f g0 —¢ 2t diry
0 vV 2TasT
+oc 1 &2—2n'u—ﬁaﬁr'_'|:|+n'g
= —c 2ot i
0 v 2madT
+oc 1 _[£‘+J21'—:£"|:|]2—J21'I:2"_“+'.‘|'21']
= 5 = 2ot iy
0 v 2ToET
+o0 o a
i 1'_ 1 I 1)
= E:.r+1‘-_;<r f ,:_IE‘ Qasr d.I‘:J.
0 v 2TodT
(16)

Il y a deux parties dans cette solution, chaque partie ayant une distribution normale. En Simplifiant cette réponse a
I'équation de la chaleur de Green, nous avons maintenant :
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2
flo,m) = ET"'%JE'F_-' / (—I + C_T_T) - N ( :-5'._)

En Transformant ces variables en utilisant les mémes substitutions nous pouvons enfin parvenir a la solution de I'équation
différentielle de Black-Scholes d’origine :

(17)

cfS,t) = SN{di) — Ke 7 N(dz), r=T—1,
In 2>+ 127 B 111% + (r+ %Jj:I‘T

i 2
dl = o — — 3
x‘.-T CTK.-T
s 1.2 P SRR G
4 — In < z‘fTT:ln;{""J' So)T
CT'.N_-""F G'\N_-"I'F

(18)
d, peut étre simplifiée a: d, = d;- svt

Avec T = T—t représentant le temps restant jusqu'a I'expiration de I'option, la formule de Black-Scholes montre que
la valeur du call a un moment donné t provient de deux sources.

Le premier est le gain (ou perte) représenté par SN (d,). Ceci est atteint en multipliant le prix actuel de I'action par la
variation de la valeur du call par rapport a la variation du prix de I'action. En d'autres termes, étant donné un rendement
attendu sur le cours, la variation de valeur du call est en fait basée sur la volatilité des prix du cours, pas le prix moyen de
I'action [8].

5  DONNEES ET RESULTATS
Soit un call sur le cours de l'action du groupe électronucléaire francais EDF, dont les résultats futurs semblent
prometteurs. L’action vaut aujourd’hui 36 euros. Soit un call de strike 40 et de maturité un trimestre. Les taux d’intéréts sans

risque pour cette période sont équivalents a 5%. La volatilité implicite est estimée a 50%. Donc, S =36, K=40, T=0,25, r =
0,05,0=0,5.

call = SN(d,) — ke " N(d,)
Put =Ke "N (-d,)—SN(—d,)

Ln(}z) +(r+ G;)T
= o-ﬁ

Ln(%) +(r+ %Z)T

d. =
? o~T

dl

=d1—0'\/7
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Tableau 1. Tableaux des données et des résultats du pricer
EVALUATICON DES QPTICNS / ACTIONS I
Cours du sous-jacent 36,00
Strike de l'opiion 40,00
Taux sans risgue 5.00%
Nomibre de jows avant 'échéance o0
Volailite mplicite du sousJjacent 50.00%
CALL PUT
22324 Prentium 3.7423
04011 Delta -0.3989
0.0433 G 0.0433
00691 Vega 00691
-0,0229 Theta (par jour) -00175
Tableau 2. Tableaux des résultats du pricer
ELACK & SCHOLES | Pricing d'une option
Cours du sous—jacent 36,00 5
Prix d'exercice 40,00 X
Volatilité 50,00% ?
Taux sans risque 53,00% r
Durée jusgu'a échéance (en j) an t
Sx N(dl) -( X/errt)x N - 12,2377
PRIX (d2) €
[d1 [In (5/X) + (r+ 0,572 xt]/ ? vt | -0.25]
EE dl-7vt | -0,50]
[N(d1) | 0,40
[N(d2) | 0.31]

6  CONCLUSION

Le principal inconvénient présenté par le modéle de Black - Scholes réside dans le fait qu’il repose sur une volatilité
constante, c’est pourquoi il a été étendu, pour tenir compte des spécificités de certains marchés financiers, permettant ainsi
de prendre en considération de nouveaux types d’options, et aboutissant a I'émergence d’autres modeéles, tels que celui de
Garman - Kohlhagen, donnant la possibilité d’évaluer les options sur des taux de devises étrangéres. Bien que le modéle de
Black - Scholes soit unanimement reconnu et utilisé, il convient de souligner qu’il présente des limites importantes, étant
donné qu’il s"appuie sur certaines hypothéses pouvant mener a des conclusions inexactes ; le temps ne peut, par exemple,
étre percu comme une fonction continue, sous peine de faire apparaitre un écart important avec la réalité, plus
particulierement lorsque la bourse se trouve étre mouvementée.
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ANNEXE |: CODE DU LANGAGE VBA

Function cbs(Cours, Strike, Taux, Nbrelours, Volat)

d1 = ((Application.Ln(Cours / (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365)))) / (Volat * Sqr(NbreJours / 365))) + (0.5 * Volat *
Sgr(NbreJours / 365))
d2 =d1 - Volat * Sqr(NbreJours / 365)

nd1 = WorksheetFunction.NormSDist(d1)
nd2 = WorksheetFunction.NormSDist(d2)

cbs = (Cours * nd1) - (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365) * nd2)

End Function

'put Black & Scholes
Function pbs(Cours, Strike, Taux, Nbrelours, Volat)

d1 = ((Application.Ln(Cours / (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365)))) / (Volat * Sqr(NbreJours / 365))) + (0.5 * Volat *
Sqr(NbreJours / 365))
d2 =d1 - Volat * Sqr(NbreJours / 365)

ndl =1 - WorksheetFunction.NormSDist(d1)
nd2 =1 - WorksheetFunction.NormSDist(d2)

pbs = (Strike * Exp(-Taux * NbreJours / 365) * nd2) - (Cours * nd1)

End Function

Function deltac(Cours, Strike, Taux, Nbrelours, Volat)

d1 = ((Application.Ln(Cours / (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365)))) / (Volat * Sqr(NbreJours / 365))) + (0.5 * Volat *
Sgr(NbreJours / 365))

deltac = WorksheetFunction.NormSDist(d1)

End Function

Function deltap(Cours, Strike, Taux, Nbrelours, Volat)

d1 = ((Application.Ln(Cours / (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365)))) / (Volat * Sqr(NbreJours / 365))) + (0.5 * Volat *
Sqr(NbreJours / 365))

deltap = -(1 - WorksheetFunction.NormSDist(d1))

End Function

Function gamma(Cours, Strike, Taux, Nbrelours, Volat)
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d1 = ((Application.Ln(Cours / (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365)))) / (Volat * Sqr(NbreJours / 365))) + (0.5 * Volat *
Sqr(NbreJours / 365))

fd1 = Exp((-d1 ~ 2) / 2) / Sqr(2 * Application.Pi())
gamma = fd1 / (Cours * Volat * Sqr(NbreJours / 365))

End Function

Function vega(Cours, Strike, Taux, Nbrelours, Volat)

d1 = ((Application.Ln(Cours / (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365)))) / (Volat * Sqr(NbreJours / 365))) + (0.5 * Volat *
Sgr(NbreJours / 365))

fd1 = Exp((-d1 ~ 2) / 2) / Sqr(2 * Application.Pi())
vega = fd1 * Cours * Sqr(Nbrelours / 365) / 100

End Function

Function thetac(Cours, Strike, Taux, Nbrelours, Volat)

d1 = ((Application.Ln(Cours / (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365)))) / (Volat * Sqr(NbreJours / 365))) + (0.5 * Volat *
Sqr(NbreJours / 365))
d2 =d1 - Volat * Sqr(NbreJours / 365)

fd1 = Exp((-d1 ~ 2) / 2) / Sqr(2 * Application.Pi())
fd2 = Exp((-d2 ~ 2) / 2) / Sqr(2 * Application.Pi())

nd1 = WorksheetFunction.NormSDist(d1)
nd2 =1 - WorksheetFunction.NormSDist(d2)

thetac = (-(((Cours * Volat) / (2 * Sqr(NbreJours / 365)) * fd1)) - Strike * (Exp(-Taux * Nbrelours / 365)) * Taux * nd2) / 365

End Function

Function thetap(Cours, Strike, Taux, Nbrelours, Volat)

d1 = ((Application.Ln(Cours / (Strike * Exp(-Taux * Nbrelours / 365)))) / (Volat * Sqr(NbreJours / 365))) + (0.5 * Volat *
Sqr(NbreJours / 365))
d2 =d1 - Volat * Sqr(NbreJours / 365)

fd1 = Exp((-d1 ~ 2) / 2) / Sqr(2 * Application.Pi())
fd2 = Exp((-d2 ~ 2) / 2) / Sqr(2 * Application.Pi())

nd1l =1 - WorksheetFunction.NormSDist(d1)
nd2 =1 - WorksheetFunction.NormSDist(d2)

thetap = (-(((Cours * Volat) / (2 * Sqr(NbreJours / 365)) * fd1)) - Strike * (Exp(-Taux * NbreJours / 365)) * Taux * (nd2 - 1))
/ 365
End Function
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