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ABSTRACT: We define some important spaces of vector valued distributions which will be useful in the study of evolution
problems in general, particularly in the NAVIER-STOCKES equations of fluid mechanics, one meets with some of these spaces.
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RESUME: Nous définissons quelques importants espaces des vecteurs propres des Distributions, lesquels sont souvent utilisés
dans I'étude de problemes d’évolution en général, spécialement dans les équations de NAVIER-STOKES en Mécanique des
Fluides.
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INTRODUCTION

Nous savons que les Distributions T € D'(Q) ont des valeurs scalaires c'est-a-dire T(¢) € R (respectivement C),
V¢ € D(Q). Mais dans I'étude de problémes d’évolutions (problemes dépendant de temps) tels que les équations
paraboliques et hyperboliques de Physique-Mathématiques [4][5][6], les vecteurs propres des fonctions (espaces vectoriels
et les vecteurs des distributions en résultent.

D’oU, notre approche de cette présentation des vecteurs propres de distributions sera motivée par le besoin spécifique
qui sera utilisé dans I’étude des équations de I’évolution, laquelle a quelques nouvelles difficultés en se référant a la source
originale, Laurent Schwartz [1][2][3].

RAPPELS : DEFINITIONS ET PROPOSITIONS [3][10][18]

Ces propositions sont prises sans démonstrations.

DEFINITION [0.01] :

Pour 1 < p < oo, L°(0,T; V) = LP(]O, T[; V) est un espace linéaire pour toutes les fonctions classes d’équivalence de
vecteurs propres w: ]0; T[ © w(t) € V lesquelles sont mésurables tels que |lw(t)|ly € L (]O; T[) c’est-a-dire:
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e Pourl<p<oo,

LP(0,T;V) = {w:w:]0,T[ & V mesurable, fOTllw(t)llpV dt < +oo} ayant la norme usuelle : vw € LP(]0; T[; V),

T 1
WO llr goziw = ( f WO, dey?
0

* Pourp =

L?(0,T,V) = {w:w:]0,T[ © V mesurable, ||w(t)||y est essentiellement bornée sur |0, T|[, c'esta dire ||w(t)||, €
L?(]0,T[; V)} ayant la norme usuelle : vw € L*(]O; T[; V),

lw(@) e qo,rivy = esSo<e<rllW(Olly
PROPOSITION (0.02) [18][26]

1. Pour1l <p < oo, LP(]0O,T[; V) défini au 0.0.1. est un espace de Banach.

2. SiV est un espace de Hilbert avec le produit scalaire <.,.> et p=2, alors LP(]0, T[; V) = L?(]0, T[; V) est un espace de
Hilbert équipé du produit scalaire <.,.>y2g 1,y par:

T
<WV >1200 110y~ j;) <u(t),v(t) >pdt

3. Pour un espace de Banach séparable Vet pour1 <p < o, (IL.p(O, T; V))’ =19(0,T; V') avec % + i =1, 1<p< otel
que:

T
< W,Z >19(0,1;v)xLP(0,T;V) = f <w(t),z(t) >yxy, dt
0

4. SiV est réflexif (V’=V) et 1 < p < o, alors L? (0, T; V) est réflexif ;
5. Pour p=1, les propriétés suivantes équivalentes dans L1 (0, T; V) ;
. weLY(0T;V) = fOTW(t)dt € V est bien défini et appartient a V.
T T
© | woat] ) < fFiwovliae

. VL eV,

T T
< L,f W(t)dt >V’xV= f < L,W(t) >V’xV dt
0 0
Soit (0, T[) = €210, TD = {¢: ¢ € C5°(]0, T, supppCC]0, T[} est sous-espace compact de ]0, T|.
DEFINITION (0.0.2) [10][6][11]

Un espace continue et linéaire S: D(]0,T[) —» V de D(]0, T[) dans un espace de Banach V est appelé Distribution de
vecteurs propres sur |0, T[ laquelle est évaluée dans un espace de Banach V, c’est-a-dire :

e S:D(0,T[) - V est un espace linéaire a valeurs
S(¢) eV €D(0,TD;
* ContinuitédeS:
¢n = ¢ dans D(10,T)) = S(P,) > S(Pp) €V
= [IS(¢n) —S(P)l -0

ProprosITION (0.0.3.)
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Soit S: D(]0,T[) » V un espace linéaire de D(]0, T[) dans un espace de Banach V. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Sest une distribution de vecteurs propres sur ]0, T[ a valeurs dans V, c’est-a-dire S € TD’((]O, TD; V) = L(®J0,TD;V)
2. VIntervalles compacts K = [a, b]CC]0, T|, la restriction

Sk =S 1p, (10,T[) de SaDk(]0,T) = {d: d € DO, T]), supp(¢)CK} est continue, c’est-a-dire VKCC]O, T,

Skx@=5+¢,vd € D10, TDCD(0,T])

ISk * dlly < Cxsupeklp(®)| Ve € Dk(10,T[)

= VKCC]O, T[, ¢, > @ € Dk(10,TD) = ISk * @ — Sk * Pully < cksuprexld(®) — ¢, ()| - 0 lorsque n - o
= Sk: Dk(]0,T[) = V est continue VKCC]O0, T[
= S:Dk(]0,T[) — V est continue

PropPOSITION [0.0.4.][13][17][22]

Soient V, W deux espaces de Banach tels que V < W, l'inclusion étant continue de V dans W, alors
D'(J0, T[; V) » D'(J0, T[; W) Cest-a-dire
1. SeD'(J0,T;V) = SeD'(J0, T W);
2. S, > Sdans D'(J0,T[;V) = S,, » Sdans D'(]10, T[; W)
=S, > S *¢pdansW.
= |IS* ¢ —Sp*pllw > 0V € D10, T

DEFINITION [0.0.3]

Soit S € D'(]0, T[; V) une distribution de vecteurs propres a valeurs dans V. alors le plan ¢ € D (10, T]) & (—1)™(S,

am N . N
T:f) € V est une distribution de vecteurs propres a valeurs dans V, laquelle nous notons

m N
% € D'(J0,T[; V) etappelée la m“™ dérivée de S.
ars
datm’

Alors la m®™ dérivée Zt—":;f €D (]0,T[; V) est définie, Vm € N par { =, ¢) = (=1)"™ (S, ‘j;:—,‘f) dans V V¢ € D(]0, T[)
c’est-a-dire les distributions de vecteurs propres ©' (]0, T[; V) sont indéfiniment différentielles.

PROPOSITION [0.0.5]

vm € N,Z—Tn: @’(]O,T[;V) - @’(]O,T[;V) est continue de i)’(]O,T[;V) dans ©'00TLV)  est-a-dire S, = S dans

o'(]0,T[;V)

= A5, _, 475 e ©'(0,T;V)
i )
dtm dtm T

DEFINITION [0.0.4.] [13][17]

Un ensemble d’un espace linéaire partout continue S de ©'(]0,T[) dans V d’un espace vectoriel des distributions de
vecteurs propres sur (]0, T[) a valeurs dans V, lequel noté D'(]0, T[; V). Alors par définition ;
D'(J0,T[; V) = L(J0,T[; V)

L(D((0,T[;V)) étant I'espace linéaire de I'espace linéaire continue de D(]0,T[ dans V. VS € D'(]0,T[;V); V,V¢ €
D'(Jo, TD

S(@)=S.¢p=(S,p)EV,
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S. ¢ et (S, ¢) étant alternatif, équivalentes notations pour S(¢) utilisées.
Espace E(O, T; V, W) [6][14][18]
DEFINITION 1.1.

Soit V et W deux espaces de Banach séparables tels que V < W l'inclusion étant dense et continue de V dans W. Alors
I'espace E(Q, T, V, W) est défini, pour 1 < p,q < o avec %+ i =1, par:
E(O,T,V,W) = {u;u € LP(0,T, V),‘:—lz e L4(0,T, W)} (1.1.1)

dans lequel on a défini la norme :

du

lullgo,rvwy = llullir oy + ||— (1.1.2.)

dt ||Hﬂ(0,T;W)

ol Z—I: € L9(0,T; W) ayant un sens pour u € LP(0,T; V) si v € L9(0,T; W) tel que :
fOT v(t)p(t)dt = —fOTu%dt V¢ € Lalorsv = Z—I:E LY(0,T; W)
Pour1 < q,p < oo avec % + i =1 et v - w une inclusion dense et continue,

E(Q, T; V; W) est un espace de Banach. (1.1.4)
EspAcEe DE HILBERT W, (O, T; V)[6][12][16][18][27]

Soient H et V deux espaces (séparables) de Hilbert tels que V & H, l'inclusion étant dense et continue, c’est-a-dire :
1. VCH;

2. Vestdensedans H

3. u,—-udansV=u,>u€H (1.1.5)

Identifions H a son dual H’, c’est-a-dire  H=H’, nous avons V& H = H' & V' avec la correspondance de I'inclusion
continue de V dans H et H dans V’, V étant un sous espace dense de H.
1.1.6

DEFINITION 1.1.2.

Pourtout 0 < T < oo, W; (0, T; V) un espace linéaire,
W, (0, T,V) = {u:u €12(0,T,V), 5 € 120, T, V’)} (1.1.7)

ayant la norme ||. |ly, (o,r;v) définie par :

1

du 2 (1.1.8)

1 2
— 2 > du
e, 0r) = Ul 0ran)® + |5 2

ou Z—I: € L2(0, T; V') définie par 1.1.3 avec V'=W et p=q=2, c’est-a-dire pour v € L2(0, T; V"),

[y v®e®dt = - w2y = - [TuL vé € D(0,T[) (1.1.9)
L?(0, T; V") - D'(J0,T[) » ©'(J0,T[; V") (1.1.10)
L?(0,T; V") - D'(J0,T[; V") (1.1.11)
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THEOREME 1.1.1.

W, (O, T; W) défini par 1.1.7 et 1.1.8 est un espace de Hilbert.

PREUVE

Il suffit de montrer que toute suite de Cauchy dans W, (@, T; V) est encore convergente dans W, (0O, T; W).
Soit u,, une suite de cauchy dans W, (@, T; V), alors

- (u,) est une suite de Cauchy dans L2 (@, T; V) lequel est un espace de Hilbert (voir proposition 0.0.3), donc V est un
espace de Hilbert

- (u',) est une suite de Cauchy dans L.2(@, T; V') lequel est encore un espace de Hilbert (voir proposition 0.0.3) d’ou V’
est un espace de Hilbert.

D’ou, 3u € L2(0, T; V) et v; € L2(0, T; V')tel que
u, > u€L?0,T;V)
u', > u, €L2(0,T; V")

. . du
La preuve est terminee si nous montrons que v; = E =

Eneffetu’,, » u € L2(0,T;V) > D'(J0, T; V) » u, » u - D'(10, T V) > u, > u € D'(J0,T[; V),

Par proposition 0.0.3 d’ou V & H = H' & V', avec I'inclusion continue et dense de V dans H et l'inclusion continue de H’

dans V', ©'(J0, T[; V') - D'(]0, T[; V') par la proposition 0.0.2.

= u, - % =u' €D'(]0,T[;V") (1.1.12)
Mais
u', » v, €L20,T;V) > D'J0,TV) » v, » v, €D'(]0, T V) (1.1.13)
d'ou, de 1.1.12 et 1113wy, > 2 € D'(10,T[; V') et

u, »v, €®(0,T;V) v = Z—I; =u" € D'(J0,T[; V'), d’ou l'unicité de la limite.
D'ou, u,, » u € L2(0,T; V), et
u, - % € L2(0,T;V) = u, — u € W,(0,T;V)

Par conséquent, W, (0, T, V) est un espace de Hilbert.

REMARQUE 1.1.1

Les espaces E(O,T;V; W)] et W,(0,T; V) sont utilisés dans les problémes d’évolution des équations paraboliques.

Considérons un résultat important dans I'étude des équations d’évolution parabolique.[6][9][16][18][27]

PropPoSITION 1.1.1

Soit H, V deux espaces de Hilbert avec H — H = H' — V' V'inclusion V — H étant dense et continue et ainsi que

V' — H'.

Pouru € W, (0, T; V) défini par (1.1.7)-(1.1.8), vE V,0 < T < oo,

W (), D)y oy = 3 (u(*), v}y € D'(0,TD) (1.1.14)

oU, (*,*)y,xy est la dualité entre V et V’ et (*,*) le produit scalaire dans H.
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PREUVE

Etant donné que u € 1L2(0,T; V'), t = (u'(t), v)y,.v est bien une fonction de .2(]0, T[), nous avons

Sy W (), vy @)t = [T W OP(L), v)yryy dt = ([, W )P, Vyray )y, = — (f, (W (PO, ) dt)yry,
(1.1.15)

=T (OP(©), )y 1y dt VD' (10, TD

Maisu(t) EVoH=H = u(t) e H=H'Vt€]0,T[etveV = v e H= (u(t), v)y, (**) étant un produit scalaire
dans H = H' alors V © H = H' © V' avec une inclusion continue, v étant dense dans H 1.1.17, d’ou, de 1.1.15 et 1.1.16,
v¢ € D'(]0, T,

[y @' (), vy $(O)dt = = [ u(t), v}y ¢ ()t = [} = (u(), viy p(t)dt

= Jy [ ©), v)yry = 2 (), )] (At = 0 vpD (10,TD)
= (' (), Vyray — = (), Vi D Dy gorpen qorp = ¥6D (10,TD
= (W (), V)yry — (), v)y = Vo € D'(10,T])
= (U (*), Vyry = o (u(), vy € D'(10,T])
EspAce DE HiLBERT W, (O, T; V) [3][6],[17]

DEFINITION 1.1.3.

Soit V un espace Hilbert séparable tel que V. — H = H' — V' avec une inclusion dense et continue 1.1.5 et 1.1.6.
Alors pour 0 < T < oo, W, (0,T; V) un espace linéaire,

u

2
W,(0,T; V) = {u:u €L*(0,T;V), 53 € L2(0,T; V)}

ayant la norme [|*||w, o,r;v) définie par (1.1.18)
oy = Al iz + |2, 372 (1.1.19)
W, (0,T;V) L2(0,T;V) aczll 20 et

T d?u fT

N d? ,
ou [ S5 (De(t)dt = [] u(t) =2 (B)dt V¢ € D'(J0,T])
THEOREME 1.1.2

W, (0, T; V) défini par 1.1.18 et 1.1.19 est un espace de Hilbert.

PREUVE

La preuve est similaire a celle de W, (O, T;V). Elle est obtenue par remplacement de u’, par u'', et v; par v,,

du d’u L .
E par F' etc. Ainsi se termine la preuve.

REMARQUE 1.1.2
W, (0, T; V) est utilisé pour I'’étude des équations d’évolution du type hyperbolique.
DENSITE ET INCLUSION

Nous retenons ici quelques résultats importants sans leurs preuves.
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THEOREME 1.1.3 [DENSITE]

Soient V, W deux espaces de Banach séparables avec V — W, l'inclusion étant dense et continue de V dans W. Soit
I'espace E(O, T; V, W) définiaux 1.1.1 et 1.1.4

Soit
p(J0,TD = €c*0,T[,V) = {¢: ¢ € c*(0,T[,V)Vk € N} (1.1.20)
Alternativement, D(]0, T[) = {¢: 3y € D(]0, o[, V)} a support compact dans R, ¢ = ;o (1.1.21)
Alors D([0,T]; V) est dense dans E(Q, T; V, W)

THEOREME 1.1.4 [DENSITE]

D([0,T]; V) défini au 1.1.20 est dense dans W;(Q,T;V) (respectivement W,(0,T;V)) défini au 1.1.7 et 1.1.8
(respectivement 1.1.18 et 1.1.19.

THEOREME 1.1.5

Soient H, V deux espaces de Hilbert séparables avec V - H = H' - V' (voire 1.1.6). Alors W, (0,T; V) — €°(]0, T[, H),
c'est-a-dire u € W,(0,T; V), 3v € €°(J0,T[; H) tel que v=u sur ]0,T[ et 3C > 0 tel que lullcogorpm < Cllullw,ory)
(1.1.21)

COROLLAIRE 1.1.1

Pouru € W,(0,T; V) - €°(]0,T[; H) avec [0,T]C[0, +oo[,u(0) € H,u(t) € H appelée traces de u. (1.1.23)
De méme nous retenons le résultat sans preuve.

La relation u € W; (0, T; V) = u(0) € H est une surjection de W, (0, T; V) dans H. (1.1.24)
FORMULE DE GREEN [6] [18] [13] [12] [10] [1]
THEOREME 1.1.6

Soient V, H deux espaces de Hilbert séparables tels que V soit un sous espace de Het V. —» H = H' - V', l'inclusion étant
continue. Pour u, v € W, (O, T, V) avec [0, T]C[0, + ][, la formule suivante est dite de GREEN :

T, , T ’
ST (0, 0(©))yray dt + [T @(®), v () dE = (T), 0(T)y — (w(0), v(0) (1.1.25)
oU (*,*)y,y, (respectivement (x,*),,,,) est la dualité entre V’ et V (respectivement V et V’), (x,*)y le produit scalaire dans
I’espace de Hilbert H.

PREUVE [6]

Les relations :
firt €10,T[ » @W'(®), v(O))y 1y = fi(E) € L2(O,T,V) (1.1.26)
fort €10,T[ = (), v' Oy = fo(t) € L*(O, T, V) (1.1.27)
vu,v € W,(0;T;V)
De 1.1.23,u,v € W, (0, T,V) = u(0),v(0) € Het u(t),v(t) EH
De la définition 1.1.2, u,v € W, (0, T, V)u =, v € L2(0Q, T, V) etu/,v' € L2(0, T, V')

T
f W' @), v(t))y, dt ER

[ w(®),v' )y dt € R (1.1.27)
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Aussi, de 1.1.20 et 1.1.21
u,v € D([0,T],V) = uk(t),v*(t) €V - H,Vk € N,Vt € [0,T]
D’ou, Vu,v € D([0,T],V)
W@, V' (O)yrxy = (W (), () (1.1.28)
w(®), V' (O)xy = w®), v'(O))y
et: [/ (u'(6), v(0)y dt + [ (u(®), v' () dt = [ [(u(®), v(t)y + (), v(D))4]dt
=fy 2 L), v(©)] dt = (), v(E)l§ = (T, v(T)y — (w(0),v(0))y 1.1.29

Mais D([0,T],V) est dense dans W, (0, T; V) par le théoréme 1.1.4 et W,(Q, T;V) - €°(]0,T[, H) par le théoréme
1.1.5.

Doy, Yu,v € W,;(0,T; V), u(T),v(T),u(0),v(0) EH et la fonctionnelle bilinéaire continue s’annulant sur
(D([0,T]; V))?, cest-a-dire

(w,v) € (D([0,T],V))? - [fOT[(u(t).V’(t))H + (u’(t).v(t))H] dt — u(T), v(T))y + (u(0),v(0))y] =0 et peut étre
prolongée par a une fonctionnelle bilinéaire continue s’annulant sur

W,(0,T; V)xW,(0,T; V) c'est-a-dire Vu, v € W, (0, T; V),

[ (), ' @)y + ' (@0, 0O | de = @), 0Ty + (u(0), v(0),] = 0 (1.131)

(u'(t),v(t))y (respectivement (u'(t),v(t))y) est identifiée avec (u'(t), v(t))y,xy (respectivement (u'(t), v(t))yiw)
(1.1.32).

En vertu de l'inclusion continue V = H = H' — V' et la densité de V dans H.

Alors le résultat 1.1.25 suit 1.1.31 Vu, v € W, (O, T; V).
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