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ABSTRACT: In this article, Simpson's rule for the double integral of a fuzzy-valued function, one of whose variables is classical, 

is proposed using the Hausdorff distance. Also, fine partitions are introduced. The integration domain is a quasi-fuzzy rectangle. 

KEYWORDS: fuzzy-valued function, Hausdorff distance, quasi-fuzzy rectangle, Henstock integral. 

RESUME: Dans cet article, la règle de Simpson pour l’intégrale double d’une fonction à valeur floue dont l”une des variables est 

floue et l’autre classique, est proposée en utilisant la distance de Hausdorff. Le domaine d’intégration est un rectangle quasi-
flou. 

MOTS-CLEFS: fonction floue, distance de Hausdorff, rectangle quasi-floue, intégrale de Henstock. 

1 INTRODUCTION 

Le concept de l’intégrale flou a été introduit par Sugeno [9]. Dans l’ordre d’évaluer un ensemble flou, quelques méthodes 
numériques ont été proposées récemment. Wu [10, 11], Allahviranloo [1] et Fariborzi [2, 3] ont proposé quelques méthodes 
numériques pour calculer les intégrales floues en utilisant les méthodes quadratiques et la définition des ensembles de niveau. 

Wu et Gong [10] ont proposé l’intégrale de Henstock d’une fonction à valeur floue et par la suite ont mis au point ce travail 
en appliquant le concept de différentiabilité de fonction floue. 

Bede et Gal [4] ont appliqué la règle de quadrature pour évaluer l’intégrale d’une fonction à valeur floue. 

Dans le présent article, nous développons cette idée pour une fonction à valeur floue (fonction à deux variables dont l’une 
est floue) en appliquant la règle de Simpson et en introduisant l’intégrale double de Henstock. Dans la section deux, nous 
présenterons quelques notions préliminaires sur les ensembles flous ainsi que quelques théorèmes fondamentaux que nous 
utiliserons par la suite. Dans la section trois, nous introduisons la règle de Simpson pour calculer l’intégrale double floue de 
Henstock sur un rectangle quasi-flou. 

2 PRELIMINAIRES 

Dans cette section, il est question de donner quelques notions basiques à la théorie des ensembles flous qui nous utiles 
dans la suite. 
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Définition (ensemble flou, [12]): Soit 𝑋 un ensemble de référence non vide. Un sous ensemble flou (ensemble flou) de 𝑋 est 

un ensemble non vide { (𝑥, �̃� (𝑥)): 𝑥 ∈ 𝑋} de 𝑋 ×  [0,1] tel que �̃�: 𝑋 ↦  [0,1]. La fonction �̃� est souvent elle-même appelée 

ensemble flou. �̃� (𝑥) désigne le degré d’appartenance de l’élément 𝑥 à l’ensemble flou �̃�. 

Notation: on note par 𝔽 (𝑋) la collection de tous les sous-ensembles flous de 𝑋. 

Propriétés [12, 13]: Soit �̃�: ℝ ↦  [0,1] un sous ensemble flou. On dit que �̃� est un nombre flou s’il vérifie les propriétés 
suivantes: 

i) �̃� est normal, c’est-à-dire ∃𝑥0 ∈ ℝ tel que �̃�(𝑥0) = 1; 

ii) �̃� est flou convexe (c’est-à-dire �̃� (𝜆𝑥 + (1 − 𝜆) 𝑦 ≥ min{�̃� (𝑥), �̃� (𝑦) }, pour tout 𝜆 ∈  [0,1], 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ). 

iii) �̃� est semi-continue sur ℝ (c’est-à-dire ∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 tel que |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ �̃� (𝑥)  − �̃�(𝑥0) < 𝜀.) 

�̃� est a support compact, c’est- �̇� -dire cl {𝑥 ∈ ℝ: �̃� (𝑥)  > 0} est compact 

L’ensemble de niveau 𝛼 d’un ensemble flou vérifie les propriétés suivantes: pour tout �̃�, �̃� ∈ ℱ(ℝ𝑛)  
et 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐼 =  (0,1] 

iv) �̃�0 = ℝ𝑛, 

v) 𝛼 ≤ 𝛽 ⇒ �̃�𝛽 ⊂ �̃�𝛼 

vi) �̃�𝛼 = ⋂ �̃�𝛽𝛽<𝛼  

vii) (�̃� ∨ �̃�) 𝛼 = �̃�𝛼 ∪ �̃�𝛼 , (�̃� ∧ �̃�) 𝛼 = �̃�𝛼 ∩ �̃�𝛼 

Le théorème suivant affirme que tout ensemble flou peut être représenté par une famille de ses 𝛼 coupes {�̃�𝛼: 𝛼 ∈ 𝐼}, et 
même il peut être représenté par ses ensembles dénombrables de niveau 𝛼 notés {�̃�𝛼: 𝛼 ∈ 𝐼 ∩ ℚ}. 

Théorème 1 [13]: Soit �̃� ∈ 𝔽(ℝ𝑛) et soit {�̃�𝛼: 𝛼 ∈ 𝐼} une famille de ses ensembles de niveau 𝛼. Pour tout 𝑥 ∈ ℝ𝑛 on a: 

�̃� (𝑥)  = sup
𝛼∈𝐼

[𝛼 ⋅ 𝐼𝑢𝛼
 (𝑥) ] = sup

𝛼∈𝐼∩ℚ
[𝛼 ⋅ 𝐼𝑢𝛼

 (𝑥) ] 

que l’on peut aussi écrire 

�̃� (𝑥)  = sup{𝛼 ∈ 𝐼: 𝑥 ∈ �̃�𝛼} = sup{𝛼 ∈ 𝐼 ∩ ℚ: 𝑥 ∈ �̃�𝛼} 

Soit {𝑀𝛼: 𝛼 ∈ 𝐼 ∩ 𝑄} une famille d’ensembles fermés non vides de ℝ𝑛 tels que 

𝑀𝛼 ⊃ 𝑀𝛽 pour tout 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐼 ∩ ℚ  avec  𝛼 < 𝛽 

Alors la fonction �̃� définie par 

�̃� (𝑥)  = sup{𝛼 ∈ 𝐼 ∩ ℚ: 𝑥 ∈ 𝑀𝛼} 

est semi-continue supérieurement. De plus, elle vérifie 

�̃�𝛼 = ⋂ 𝑀𝛽

𝛽<𝛼,𝛽∈ℚ∩ (0,1] 

, 𝛼 ∈  (0,1] 

Propriétés (convexité, [13]): Un ensemble flou �̃� est dit convexe si pour tout 𝛼 ∈ 𝐼, l’ensemble de niveau �̃�𝛼 est un sous 
ensemble convexe de ℝ𝑛. �̃� est convexe dans le sens ci-dessus si et seulement si 

�̃� (𝜆𝑥 +  (1 − 𝜆) 𝑦)  ≥ min{�̃� (𝑥), �̃� (𝑦) } pour tout 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 et 𝜆 ∈ 𝐼 

Notons que cette définition est différente de celle de la concavité (ou convexité) des fonctions au sens usuel: 

𝑢 (𝜆𝑥 + (1 − 𝜆) 𝑦)  ≥  (𝑜𝑢 ≤) 𝜆𝑢 (𝑥)  +  (1 − 𝜆) 𝑢 (𝑦) pour tout 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 et 𝜆 ∈ 𝐼 
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La famille de tous les ensembles flous convexes est notée par 𝔽𝑐(ℝ𝑛). Et par 𝔽𝑘𝑐(ℝ𝑛) celle des ensembles flous convexes 
tels que �̃�0+

= 𝑐𝑙{𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∣ 𝑢 (𝑥)  > 0} ∈ 𝐾𝑘𝑐(ℝ𝑛). 

Définition (Opérations, [12, 13]): Soient �̃�, �̃� ∈ 𝔽(ℝ𝑛) on définit pour tout 𝑥 ∈ ℝ𝑛, les deux opérations d’addition et de 
multiplication de la manière suivante: 

(�̃� ⊕ �̃�) (𝑥)  = sup {𝛼 ∈ 𝐼: 𝑥 ∈ �̃�𝛼 ⊕
int 

�̃�𝛼} 

et 

(𝜆 ⊙ �̃�) (𝑥)  = {
�̃� (

𝑥

𝜆
)  si 𝜆 ≠ 0

𝐼0 (𝑥)  si 𝜆 = 0
 

où 𝐼0 est la fonction caractéristique du singleton {0}. 

Pour tout 𝛼 ∈  [0,1], si �̃�, �̃� ∈  𝔽𝑘𝑐(ℝ𝑛)alors on a 

(�̃� ⊕ �̃�) 𝛼 = �̃�𝛼 ⊕
int 

�̃�𝛼 et (𝜆 ⊙ �̃�) 𝛼 = 𝜆 ⊙
int 

�̃�𝛼 

On note que les opérations sur 𝔽(ℝ𝑛) sont les extensions des opérations addition et multiplication par un scalaire sur 
𝐾(ℝ𝑛). 

Soient �̃�, �̃�, deux ensembles flous convexes, une autre définition de l’addition est donnée par 

(�̃� ⊕ �̃�) (𝑥)  = sup
𝑥=𝑥1+𝑥2

min{�̃�(𝑥1), �̃�(𝑥2)}, 𝑥 ∈ ℝ𝑛 

Définitions (distance de Hausdorff [12]): Les trois métriques suivantes sur 𝔽𝑐(ℝ𝑛) sont souvent utilisées. Elles généralisent la 
métrique de Hausdorff: pour �̃�, �̃� ∈ 𝔽𝑐(ℝ𝑛) 

𝐃∞ (�̃�, �̃�)  = sup
𝛼∈ (0,1] 

𝐷(�̃�𝛼 , �̃�𝛼) 

𝐃1 (�̃�, �̃�)  = ∫ 𝐷
1

0

(�̃�𝛼 , �̃�𝛼)𝑑𝛼 

et 

𝐃𝑝 (�̃�, �̃�)  = {∫ [𝐷(�̃�𝛼 , �̃�𝛼)]𝑝
1

0

𝑑𝛼}

1
𝑝

 pour 𝑝 > 1 

On note par 

∥ �̃� ∥𝐅: = 𝐃∞(�̃�, 𝐼0) = sup
𝛼>0

∥∥�̃�𝛼∥∥K
 

3 LA METHODE DOUBLE DE SIMPSON POUR LES INTEGRALES DOUBLES FLOUES DE HENSTOCK 

Soient 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] → 𝔽 (ℝ), 𝛥𝑚 et 𝛥𝑛 les subdivisions respectives de [𝑎, 𝑏] et [�̃�, �̃�] données par: 

𝛥𝑚: 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ 𝑥𝑚  

𝛥𝑛: �̃� = �̃�0 ≺ �̃�1 ≺ ⋯ ≺ �̃�𝑛 

Soit 𝜋 la partition définit par: 𝜋: = { ((𝜉𝑖 , �̃�𝑗), [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [�̃�𝑗−1, �̃�𝑗]), où 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] et �̃�𝑗 ∈ [�̃�𝑗−1, �̃�𝑗], 𝑖 = 0, … , 𝑚;  𝑗 =

0, … , 𝑛} 

Nous allons dans ce qui suit définir l’intégrale de Henstock floue. 
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Soit la fonction gauge floue définie sur le rectangle quasi-flou [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] 

𝛿: [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] → 𝔽 (ℝ) 

la partition 𝜋 est dite 𝛿 −fine si 

(𝜉𝑖 , �̃�𝑗)  ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [�̃�𝑗−1, �̃�𝑗] ⊆ 𝛥 ((𝜉𝑖 , �̃�𝑗), 𝛿 (𝜉𝑖 , �̃�𝑗)) 

où 𝛥 ((𝜉𝑖 , �̃�𝑗), 𝛿 (𝜉𝑖 , �̃�𝑗)) est le disque quasi flou ouvert de centre (𝜉𝑖 , �̃�𝑗) et de rayon 𝛿 (𝜉𝑖 , �̃�𝑗). 

La fonction 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] → 𝔽 (ℝ) est dite intégrable au sens de Henstock si ∃ 𝐼 ∈ 𝔽 (ℝ) tel que ∀ 𝜖 > 0, il existe 𝛿 (dite 

fonction jauge floue) telle que pour toute subdivision �̃� −fine (cfr la partition 𝜋 définie ci-haut), on a: 

𝐷 (∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , �̃�𝑗), 𝐼)  < 𝜖 

Où 𝐼 =  (𝐹𝐷𝐻𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎
 (𝑥, �̃�) 𝑑𝑥𝑑�̃� est l’intégrale double de Henstock floue. 

Lemme: 

1. Si 𝑓 et 𝑔 sont des fonctions floues intégrables au sens de Henstock et si 𝐷 (𝑓 (𝑥, �̃�), �̃� (𝑥, �̃�)) est Lebesgue intégrable, alors 

𝐷 ((𝐹𝐷𝐻𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, (𝐹𝐷𝐻𝐼) ∫ ∫ �̃�
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥)  ≤  (𝐿) ∫ ∫ 𝐷
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑓 (𝑥, �̃�), �̃� (𝑥, �̃�)) 𝑑�̃�𝑑𝑥 

2. Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] → 𝔽 (ℝ), une fonction floue intégrable au sens de Henstock. Alors, ∀ (𝑢, �̃�)  ∈ [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] fixé, la 

fonction 

𝜑 (𝑢,�̃�) : [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] → 𝔽 (ℝ), 

telle que 𝜑 (𝑢,�̃�)  (𝑥, �̃�)  = 𝐷 (𝑓 (𝑢, �̃�), 𝑓 (𝑥, �̃�)), est intégrable au sens de Lebesgue sur [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] 

Définition: Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�], une fonction floue bornée. Alors, la fonction 

𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓,⋅,⋅): ℝ+ ∪ {+∞} → ℝ+ telle que 

𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, 𝛿1, 𝛿2)  = sup {𝐷 (𝑓 (𝑥1, �̃�1), 𝑓 (𝑥2, �̃�2)), (𝑥1, �̃�1), (𝑥2, �̃�2)  ∈ [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�], 
∥ 𝑥1 ⊖ �̃�1 ∥𝔽 (ℝ) ≤ 𝛿1, ∥ 𝑥2 ⊖ �̃�2 ∥𝔽 (ℝ) ≤ 𝛿2} 

où 

• ∥ 𝑥1 ⊖ �̃�1 ∥𝔽 (ℝ) : =∥ 𝑥1 ⊖𝑖𝑛𝑡 [�̃�1𝛼
𝐿 , �̃�1𝛼

𝑈 ] ∥= 𝑖𝑛𝑓{|𝑥1 − 𝑝|, où 𝑝 ∈ [�̃�1𝛼
𝐿 , �̃�1𝛼

𝑈 ], ∀𝛼[0,1]} 

• ∥ 𝑥2 ⊖ �̃�2 ∥𝔽 (ℝ) : =∥ 𝑥2 ⊖𝑖𝑛𝑡 [�̃�2𝛼
𝐿 , �̃�2𝛼

𝑈 ] ∥= 𝑖𝑛𝑓{|𝑥2 − 𝑠|, où 𝑠 ∈ [�̃�2𝛼
𝐿 , �̃�2𝛼

𝑈 ], ∀𝛼[0,1]} 

De ce fait, 𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, 𝛿1, 𝛿2)  = 𝑠𝑢𝑝{𝐷 (𝑓 (𝑥1, �̃�1𝛼
𝐿 , �̃�1𝛼

𝑈 ), 𝑓 (𝑥2, �̃�2𝛼
𝐿 , �̃�2𝛼

𝑈 )), 𝑖𝑛𝑓{|𝑥1 − 𝑝|, 𝑝 ∈ [�̃�1𝛼
𝐿 , �̃�1𝛼

𝑈 ]} ≤ 𝛿1, 𝑖𝑛𝑓{|𝑥2 −

𝑠|, 𝑠 ∈ [�̃�2𝛼
𝐿 , �̃�2𝛼

𝑈 ]} ≤ 𝛿2} 

𝜔 est appelé module d’oscillation de la fonction 𝑓 sur [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�]. Si de plus, 𝑓 est continue sur [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�], alors 𝜔 

est appelé module de continuité uniforme de 𝑓. 

Théorème 2: Les assertions suivantes sont vraies: 

1. 𝐷 (𝑓 (𝑥1, �̃�1), 𝑓 (𝑥2, �̃�2))  ≤ 𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, ∥ 𝑥1 ⊖ �̃�1 ∥, ∥ 𝑥2 ⊖ �̃�2 ∥), ∀ (𝑥1, �̃�1), (𝑥2, �̃�2)  ∈ [𝑎, 𝑏] × [�̃�, �̃�] 

2. 𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�](𝑓, 𝛿1, 𝛿2) est non décroissante en 𝛿1, 𝛿2. 
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3. 𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, 0,0)  = 0 

4. 𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, 𝑛𝛿1, 𝑚𝛿2)  ≤ 𝑛𝑚𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, 𝛿1, 𝛿2), ∀ 𝛿1, 𝛿2 ≥ 0 et 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ 

5. 𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, 𝜆1𝛿1, 𝜆2𝛿2)  ≤  (𝜆1 + 1) (𝜆2 + 1) 𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) 

6. Si [𝑒, 𝑓] ⊆ [𝑎, 𝑏] et [�̃�, ℎ̃] ≼ [�̃�, �̃�], alors 𝜔[𝑒,𝑓]×[�̃�,ℎ̃] (𝑓, 𝛿1, 𝛿2)  ≤ 𝜔[𝑎,𝑏]×[𝑐̃,�̃�] (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) 

Définition (fonction lipchitzienne): Soit𝑓: [𝑎, 𝑏]  ×  [�̃�, �̃�]  → 𝔽 (ℝ). 

𝑓 est dite (𝐿1, 𝐿2) lipshitzienne si ∀ (𝑥1, �̃�1), (𝑥2, �̃�2)  ∈  [𝑎, 𝑏]  ×  [�̃�, �̃�], 

𝐷 (𝑓 (𝑥1, �̃�1), 𝑓 (𝑥2, �̃�2))  ≤ 𝐿1|𝑥1 − 𝑥2| + 𝐷 (�̃�1, �̃�2) 

Théorème 3 [7]: Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏]  ×  [�̃�, �̃�]  → 𝔽 (ℝ), une fonction floue bornée intégrable au sens de Henstock. Alors, pour toute 

subdivision (partition) 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑚 = 𝑏; �̃� = �̃�0 < �̃�1 < ⋯ < �̃�𝑛 = �̃� et pour tous points 𝜉𝑖 ∈  [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝜂𝑗 ∈

 [�̃�𝑗−1, �̃�𝑗, nous avons: 

𝐷 ((𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)) 

≤ ∑ ∑  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥𝔽  (ℝ) 𝑤 (𝑓, (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1, ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥) 

Preuve: 

Suivant les subdivisions de [𝑎, 𝑏] et [�̃�, �̃�] données dans le théorème et par additivité de l’intégrale de Henstock, nous avons: 

𝐷 ((𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)) 

= 𝐷 (∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗) 

Dès lors que (𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ �̃�
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎
𝑑�̃�𝑑𝑥 =  (𝑏 − 𝑎)  ⊙  (�̃� ⊖ �̃�)  ⊗ �̃� où �̃� est une constante floue, nous avons ce qui suit: 

𝐷 (∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗) 

= 𝐷 (∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗𝑑�̃�𝑑𝑥) 

≤ ∑ ∑ 𝐷

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

 (𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ ,
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗𝑑�̃�𝑑𝑥) 

Cette inégalité est due au fait que 𝐷 est la distance de Hausdorff et suivant une de ses propriétés. D’après le lemme précité, 
on a: 

𝐷 (𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ ,
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗𝑑�̃�𝑑𝑥)  ≤  (𝐿) ∫ ∫ 𝐷
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝑓 (𝑥, �̃�), 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂�̃�)) 𝑑�̃�𝑑𝑥 
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Et d’après le théorème 2, on a: 

𝐷 (𝑓 (𝑥, �̃�), 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂�̃�))  ≤ 𝑤 [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] × [�̃�,�̃�]  (𝑓, (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1), ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥) 

𝐷 ((𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)) 

≤ ∑ ∑  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿) ∫ ∫ 𝐷
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝑓 (𝑥, �̃�), 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂�̃�)) 𝑑�̃�𝑑𝑥 

≤ ∑ ∑  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿) ∫ ∫ 𝑤 [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] × [�̃�,�̃�] 

�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝑓, (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1), ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥) 𝑑�̃�𝑑𝑥  

= ∑ ∑  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥ 𝜔 [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] × [�̃�,�̃�]  (𝑓, (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1), ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥)  

Corollaire 1: Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏]  ×  [�̃�, �̃�]  → 𝔽 (ℝ) une fonction floue bornée intégrable au sens de Henstock.  

Alors, pour 𝑚 = 𝑛 = 3, on a: 

𝐷 ((𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)) 

≤  (𝛼 − 𝑎)  ∥ 𝛾 ⊖ �̃� ∥ 𝜔 [𝑎,𝛼] × [𝑐̃,𝛾]  (𝑓, (𝛼 − 𝑎), ∥ 𝛾 ⊖ �̃� ∥) 

+ (𝛽 − 𝑎)  ∥ 𝛾 ⊖ �̃� ∥ 𝜔 [𝑎,𝛽] × [𝑐̃,𝛾]  (𝑓, (𝛽 − 𝑎), ∥ 𝛾 ⊖ �̃� ∥) 

+ (𝑏 − 𝛽)  ∥ 𝛾 ⊖ �̃� ∥ 𝜔 [𝛽,𝑏] × [𝑐̃,𝛾]  (𝑓, (𝑏 − 𝛽), ∥ 𝛾 ⊖ �̃� ∥) 

+ (𝛼 − 𝑎)  ∥ 𝛿 ⊖ �̃� ∥ 𝜔 [𝑎,𝛼] × [𝛾,𝛿]  (𝑓, (𝛼 − 𝑎), ∥ 𝛿 ⊖ 𝛾 ∥) 

+ (𝛽 − 𝛼)  ∥ 𝛿 ⊖ 𝛾 ∥ 𝜔 [𝛼,𝛽] × [𝛾,𝛿]  (𝑓, (𝛽 − 𝛼), ∥ 𝛿 − 𝛾 ∥) 

+ (𝑏 − 𝛽)  ∥ 𝛿 ⊖ 𝛾 ∥ 𝜔 [𝛽,𝑏] × [𝛾,𝛿]  (𝑓, (𝑏 − 𝛽), ∥ 𝛿 ⊖ 𝛾 ∥) 

+ (𝛼 − 𝑎)  ∥ �̃� ⊖ 𝛿 ∥ 𝜔 [𝑎,𝛼] × [𝛿,�̃�]  (𝑓, (𝛼 − 𝑎), ∥ �̃� ⊖ 𝛿 ∥) 

+ (𝛽 − 𝛼)  ∥ �̃� ⊖ 𝛿 ∥ 𝜔 [𝛼,𝛽] × [𝛿,�̃�]  (𝑓, (𝛽 − 𝛼), ∥ �̃� ⊖ 𝛿 ∥) 

+ (𝑏 − 𝛽)  ∥ �̃� ⊖ 𝛿 ∥ 𝜔 [𝛽,𝑏] × [𝛿,�̃�]  (𝑓, (𝑏 − 𝛽), ∥ �̃� ⊖ 𝛿 ∥) 

∀ 𝛼, 𝛽 ∈  [𝑎, 𝑏] et 𝛾, 𝛿 ∈  [�̃�, �̃�], (𝑢, 𝑢′)  ∈  [𝑎, 𝛼]  ×  [�̃�, �̃�], (𝑣, 𝑣′)  ∈  [𝛼, 𝛽]  ×  [𝛾, 𝛿] et (𝑤, 𝑤′)  ∈  [𝛽, 𝑏]  ×  [𝛿, �̃�]  

Où 𝜉1 = 𝑢, 𝜉1 = 𝑣, 𝜉3 = 𝑤 et 𝜂1 = 𝑢′, 𝜂2 = 𝑣′, 𝜂3 = 𝑤′ 

Corollaire 2: Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏]  ×  [�̃�, �̃�]  → 𝔽 (ℝ) une fonction floue bornée, intégrable qu sens de Henstock. Alors, 

𝐷 ((𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥,
 (𝑏 − 𝑎) ⊙  (�̃� ⊖ �̃�) 

36
⊗  [𝑓 (𝑎, �̃�)  ⊕ 4 ⊙ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, �̃�)  ⊕ 𝑓 (𝑏, �̃�)] 



Kumwimba Seya Didier, Zerbo Sieka, and Banza Mwape Josline; Ikuwe Ndjeka Graciel 

 
 
 

ISSN : 2028-9324 Vol. 34 No. 3, Nov. 2021 519 
 
 
 

⊕ 4 ⊙  [𝑓 (𝑎,
�̃� ⊕ �̃�

2
)  ⊕ 4 ⊙ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
,
�̃� ⊕ �̃�

2
)  ⊕ 𝑓 (𝑏,

�̃� ⊕ �̃�

2
)]  ⊕  [𝑓 (𝑎, 𝑑)  ⊕ 4 ⊙ 𝑓 (

𝑎 + 𝑏

2
, �̃�)  ⊕ 𝑓 (𝑏, �̃�)])  

≤ 9 (𝑏 − 𝑎)  ∥ �̃� ⊖ �̃�] 𝔽 (ℝ) 𝜔 [𝑎,𝑏] × [𝑐̃,�̃�]  (𝑓, (
𝑏 − 𝑎

6
), ∥

�̃� ⊖ �̃�

6
∥) 

Théorème 4: Soit 𝑓: [𝑎, 𝑏]  ×  [�̃�, �̃�]  → 𝔽 (ℝ), une fonction lipschitzienne avec les constantes 𝐿1 et 𝐿2. Alors, pour toute 
subdivision 𝛥𝑚 et 𝛥𝑛 et ∀ 𝜉𝑖 ∈  [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 et 𝜂𝑗 ∈  [�̃�𝑗−1, �̃�𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑛, nous avons: 

𝐷 ((𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)) 

≤ ∑ ∑  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿1 ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥] (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  + 𝐿2 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1) 

Preuve: 

D’après les relations (∗) et (∗∗) (Cfr démonstration théorème 3), nous avons ce qui suit: 

𝐷 ((𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)) 

≤ ∑ ∑  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿) ∫ ∫ 𝐷
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 (𝑓 (𝑥, �̃�), 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂�̃�)) 𝑑�̃�𝑑𝑥         (1)  

Par la définition d’une fonction (𝐿1, 𝐿2) -lipschitzienne, nous avons que 

𝐷 (𝑓 (𝑥, �̃�), 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂�̃�))  ≤ 𝐿1|𝑥 − 𝜉𝑖| + 𝐿2𝐷 (�̃�, 𝜂𝑗)         (2) 

ou encore 

𝐷 (𝑓 (𝑥, �̃�), 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂�̃�))  ≤ 𝐿1|𝑥 − 𝜉𝑖| + 𝐿2 ∥ �̃�, 𝜂𝑗 ∥ 

(1) et (2) donnent: 

𝐷 ((𝐹𝐻𝐷𝐼) ∫ ∫ 𝑓
�̃�

𝑐̃

𝑏

𝑎

 (𝑥, �̃�) 𝑑�̃�𝑑𝑥, ∑ ⨁  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)  ⊙  (�̃�𝑗 − �̃�𝑗−1)  ⊗ 𝑓 (𝜉𝑖 , 𝜂𝑗)) 

≤ ∑ ∑  (

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿) ∫ ∫  (
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝐿1|𝑥 − 𝜉𝑖| + 𝐿2 ∥ �̃�, 𝜂𝑗 ∥) 𝑑�̃�𝑑𝑥  

≤ ∑ ∑  [

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

∫ ∫ 𝐿1

�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

|𝑥 − 𝜉𝑖|𝑑�̃�𝑑𝑥 + ∫ ∫ 𝐿2

�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

∥ �̃�, 𝜂𝑗 ∥ 𝑑�̃�𝑑𝑥]  

= ∑ ∑  [

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿1 ∫ ∫ |
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑥 − 𝜉𝑖|𝑑�̃�𝑑𝑥 + 𝐿2 ∫ ∫ ∥
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

�̃� ⊖ 𝜂𝑗 ∥ 𝑑�̃�𝑑𝑥]  

= ∑ ∑  [

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿1 ∫ ∥
𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

�̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥ |𝑥 − 𝜉𝑖|𝑑𝑥 + 𝐿2 ∥ �̃� ⊖ 𝜂𝑗 ∥ ∫ ∫ 𝑑
�̃�𝑗

�̃�𝑗−1

𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

�̃�𝑑𝑥]  
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= ∑ ∑  [

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿1 ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥ ∫ |
𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑥 − 𝜉𝑖|𝑑𝑥 + 𝐿2 ∥ �̃� ⊖ 𝜂𝑗 ∥∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥ ∫ |
𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑥 − 𝜉𝑖|𝑑𝑥] 

= ∑ ∑  [

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

𝐿1 ∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥
1

2
 ((𝑥𝑖−1 − 𝜉𝑖) 2 +  (𝑥𝑖 − 𝜉𝑖) 2)  + 𝐿2 ∥ �̃� ⊖ 𝜂𝑗 ∥∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥  (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)] 

= ∑ ∑ 𝐿1

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥
1

2
 ((𝑥𝑖−1 − 𝜉𝑖) 2 + (𝑥𝑖 − 𝜉𝑖) 2)  + ∑ ∑ 𝐿2

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

∥ �̃� ⊖ �̃�𝑗 ∥∥ �̃�𝑗 ⊖ �̃�𝑗−1 ∥  (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) 

4 CONCLUSION 

Dans ce article, il a été question d’introduire et d’évaluer l’intégrale double floue de Henstock dont l’une des variables est 
floue, en appliquant la règle de Simpson. Il s’agit de calculer l’intégrale sur un domaine quasi-flou rectangulaire. Dans ce sens, 
nous avons établi et démontré un théorème qui montre la limite supérieure de la distance entre les valeurs exactes et 
approximatives. Pour la suite, il serait envisageable de faire les mêmes analyses pour l’intégrale d’une fonction floue à deux 
variables floues sur un domaine rectangulaire flou. 
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