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ABSTRACT: In this article, Simpson's rule for the double integral of a fuzzy-valued function, one of whose variables is classical,
is proposed using the Hausdorff distance. Also, fine partitions are introduced. The integration domain is a quasi-fuzzy rectangle.
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RESUME: Dans cet article, la régle de Simpson pour I'intégrale double d’une fonction a valeur floue dont I”une des variables est
floue et I'autre classique, est proposée en utilisant la distance de Hausdorff. Le domaine d’intégration est un rectangle quasi-
flou.

MoOTs-CLEFS: fonction floue, distance de Hausdorff, rectangle quasi-floue, intégrale de Henstock.

1 INTRODUCTION

Le concept de I'intégrale flou a été introduit par Sugeno [9]. Dans I'ordre d’évaluer un ensemble flou, quelques méthodes
numériques ont été proposées récemment. Wu [10, 11], Allahviranloo [1] et Fariborzi [2, 3] ont proposé quelques méthodes
numeériques pour calculer les intégrales floues en utilisant les méthodes quadratiques et la définition des ensembles de niveau.

Wu et Gong [10] ont proposé I'intégrale de Henstock d’une fonction a valeur floue et par la suite ont mis au point ce travail
en appliquant le concept de différentiabilité de fonction floue.

Bede et Gal [4] ont appliqué la regle de quadrature pour évaluer I'intégrale d’une fonction a valeur floue.

Dans le présent article, nous développons cette idée pour une fonction a valeur floue (fonction a deux variables dont I'une
est floue) en appliquant la régle de Simpson et en introduisant I'intégrale double de Henstock. Dans la section deux, nous
présenterons quelques notions préliminaires sur les ensembles flous ainsi que quelques théorémes fondamentaux que nous
utiliserons par la suite. Dans la section trois, nous introduisons la regle de Simpson pour calculer I'intégrale double floue de
Henstock sur un rectangle quasi-flou.

2 PRELIMINAIRES

Dans cette section, il est question de donner quelques notions basiques a la théorie des ensembles flous qui nous utiles
dans la suite.
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Définition (ensemble flou, [12]): Soit X un ensemble de référence non vide. Un sous ensemble flou (ensemble flou) de X est
un ensemble non vide { (x, 4 (x)): x € X} de X X [0,1] tel que A: X — [0,1]. La fonction A est souvent elle-méme appelée
ensemble flou. 4 (x) désigne le degré d’appartenance de I’élément x a I’ensemble flou A.

Notation: on note par F (X) la collection de tous les sous-ensembles flous de X.

Propriétés [12, 13]: Soit ii: R = [0,1] un sous ensemble flou. On dit que i est un nombre flou s’il vérifie les propriétés

suivantes:

iv)
v)
vi)

vii)

1 est normal, c’est-a-dire 3x, € R tel que &i(xy) = 1;

il est flou convexe (c’est-a-dire & (Ax + (1 — A1) y = min{ii (x), 1 (¥) }, pour tout A € [0,1],x,y € R).
i est semi-continue sur R (c’est-a-dire Ve > 036 > 0 tel que |[x — xo| < § = @ (x) —1i(xy) <€)

1l est a support compact, c’est- @ -dire cl {x € R: @i (x) > 0} est compact

LU'ensemble de niveau a d’un ensemble flou vérifie les propriétés suivantes: pour tout #@,7 € F(R™)
eta,f €1= (01]

ﬁ0=Rn,
a< ﬁ = ﬁﬁ c ﬁa
Uy = nﬁ<aﬁﬁ

@V D) g = 1ig U Dy, ([l AD) g = iy N Ty

Le théoréme suivant affirme que tout ensemble flou peut étre représenté par une famille de ses a coupes {ii,: a € I}, et
méme il peut étre représenté par ses ensembles dénombrables de niveau a notés {ii,: « € I N Q}.

Théoréme 1 [13]: Soit &i € F(R™) et soit {ii,: @ € I} une famille de ses ensembles de niveau a. Pour tout x € R" on a:

i(x) = sup[a Iy, (x)] = sup [a Iy, (x)]
a€l a€elnQ

que I'on peut aussi écrire

ii(x) =sup{a €l:x €diy} =supfa €I NQ: x € Ti,}

Soit {M,: @ € I N Q} une famille d’ensembles fermés non vides de R™ tels que

M, D Mg pourtoutq,BEINQ avec a<p

Alors la fonction i définie par

i(x) =sup{fa €INQ:x € M,}

est semi-continue supérieurement. De plus, elle vérifie

ﬁa = ﬂ Ml;,a € (0,1]
B<a,fEQN (0,1]

Propriétés (convexité, [13]): Un ensemble flou i est dit convexe si pour tout @ € I, 'ensemble de niveau i, est un sous
ensemble convexe de R". ii est convexe dans le sens ci-dessus si et seulement si

U(Ax+ (1—21)y) = min{ii (x),i (y) } pourtoutx,y E R" et €]

Notons que cette définition est différente de celle de la concavité (ou convexité) des fonctions au sens usuel:

uMx+ (I1-21)y) = (ou)Aux) + -V u(y)pourtoutx,y E R*etd €l
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La famille de tous les ensembles flous convexes est notée par F.(R™). Et par F;.(R™) celle des ensembles flous convexes
tels que @i,, = cl{x € R" | u (x) > 0} € K .(R™).

Définition (Opérations, [12, 13]): Soient @, ¥ € F(R™) on définit pour tout x € R", les deux opérations d’addition et de
multiplication de la maniére suivante:

@b (x) = sup{a El:x €, @ﬁa}
int
et
~ x .
(A0 ) (x) :{u(i) sil+0
Iy (x) sid=0
ou [, est la fonction caractéristique du singleton {0}.

Pour tout a € [0,1],si @, ¥ € Fp.(R™)alorsona

(ADD) =T, DTyet(AQU) =10 Ty
int

int

On note que les opérations sur F(IR™) sont les extensions des opérations addition et multiplication par un scalaire sur
K(R™).

Soient i, 7, deux ensembles flous convexes, une autre définition de I'addition est donnée par

(T® D) (x) = sup min{ii(xy), ¥(xy)} x € R™

X=XxX1+X2

Définitions (distance de Hausdorff [12]): Les trois métriques suivantes sur [F.(R™) sont souvent utilisées. Elles généralisent la
métrique de Hausdorff: pour @, 7 € F,.(R™)

D, (&, 7) = sup D(@lq, Ua)
ac (0,1]

D, (@i, )

1
f D (tiy, Uy)da
0

et

S

D, (&, 7) = {Jl[D(ﬁa, )P da} pourp > 1
0

On note par

" i "F: = Doo(fl, 10) = Sup”aa"K
a>0

3  LAMETHODE DOUBLE DE SIMPSON POUR LES INTEGRALES DOUBLES FLOUES DE HENSTOCK
Soient f: [a, b] X [¢,d]| > F (R), 4,, et 4, les subdivisions respectives de [a, b] et [¢,d]| données par:
Apra=xy <x1 <Xy
A C=Jo <Yy < <Py

Soit 7t la partition définit par: m: = { ((§;,7;), [x;—1, ;] ¥ [)7}-_1,37]-]), oué; € [x;_q,x;] etff; € [37]-_1,37]-], i=0,..,mj=
0,..,n}

Nous allons dans ce qui suit définir I'intégrale de Henstock floue.
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Soit la fonction gauge floue définie sur le rectangle quasi-flou [a, b] X [E, &]
§:[a,b] x [¢,d] > F (R)
la partition 1 est dite § —fine si
(7)) € [xiy %] X [Fi-1, 9] € 4 (7)), 8 (&,7))

ou 4 (¢, 7)), § (i, 7)) est le disque quasi flou ouvert de centre (&;, ;) et de rayon 5 (i 71))-

La fonction f: [a, b] x [E, &] - F (R) est dite intégrable au sens de Henstock si 31 € F (R) tel que V € > 0, il existe § (dite
fonction jauge floue) telle que pour toute subdivision #j —fine (cfr la partition = définie ci-haut), on a:

oul = (FDHI) f: f:f (x,¥) dxd¥ est I'intégrale double de Henstock floue.

J

(xi—xi-1) O F;©F-1) ®f (i) <e
=1

Lemme:

1. Si f et g sont des fonctions floues intégrables au sens de Henstock et si D (f (x,7), § (x, 7)) est Lebesgue intégrable, alors

b ~d b ~d b ~d
D ((FDHI) f f f (x.9) dydx, (FDHI) f j J (09 dydx) < (L) j j D (F (69,4 (u,9) dydx

2. Soit f: [a, b] x [5, d] — F (R), une fonction floue intégrable au sens de Henstock. Alors, V (u, ¥) € [a, b] X [5, d] fixé, la
fonction

@ wp: [a,b] x [¢d] > F (R),
telle que @ (5 (%, 5) =D (f (u, D), f (x,5)), est intégrable au sens de Lebesgue sur [a, b] X [¢,d]

Définition: Soit f: [a, b] % [5, (1], une fonction floue bornée. Alors, la fonction
g pixiza) Frr): R* U {+o} - R* telle que

Wa,p)x[é,d) (f' 81,6,) =sup {D (f (xleﬁ):f (x2,52)), (X1, 51), (x2,72) € [a,b] X [5: d]:
lx1 © 1 gy < 61,1 X2 © F3 g () < 62}

ou
o Ix O% lpwy: =l 1 Oume [7F,. 7] 1= inf{lx; — pl, ot p € [yL, 91 |, var[0,1]}
o %09 lgmw:=Nx; Ou 75,75 | 1= inf{lx, — s|,ous € [¥% 57 |, va[0,1]}

De ce fait, Wia,bIx[d] (f! 61' 62) = Sup{D (f (xll 37%“! ylua)'f (XZ! yé‘a’ yZUa))! inf{lxl - pl!p € [}7%“! ylua]} < 61' inf{le -
sl,s € [94,, 92,1} < 62}

w est appelé module d’oscillation de la fonction f sur [a, b] X [E, J]. Si de plus, f est continue sur [a, b] x [E, &], alors w
est appelé module de continuité uniforme de f.

Théoréme 2: Les assertions suivantes sont vraies:

1. D (f (x1'}~’1)'f (x2,52)) < W(q,b]x[¢d] (f, Il ©F1 L1 x, © F, 1D,V (x1,51), (x2,72) € [a,b] X [5’ d]

2. w[a'b]x[d&](f, 61, 62) est non décroissante en 64, §,.
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3. Wgpxiea (f,0,0) =0
4. wigpixica) (f,n81,mb;) < nmwigpixiea) (f,61,62),V 6,8, = 0etn,meN
5. W px[ed] (f1 2161, 228;) < (4 +1) (A, +1) Wia,b]x[¢,d] (f,61,6,)
6. Sile f1< [a blet[g,h] < [¢ d], alors wi f1u(gr (F) 61,62) < Wapixizar (f)61,62)
Définition (fonction lipchitzienne): Soitf: [a,b] x [¢,d] — F (R).
f estdite (Ly, L,) lipshitzienne si V (x4, 1), (x2, ¥,) € [a,b] X [¢,d],
D (f (x, 5, f (x2,52)) < Lilx; — x| + D (51, 52)

Théoréme 3 [7]: Soit f: [a,b] X [¢, ~] F (R), une fonction floue bornée intégrable au sens de Henstock. Alors, pour toute
subdivision (partition) a = x, < x; < -+ < X, = b; ¢ = Yo <, < - < ¥, = d et pour tous points & € [x;_4, xil,n; €
[¥j-1,¥j, nous avons:

b i m n
o) [ [ Fwnasan Y @D Gi-xn © G- 50 &F Gun)

i=1 j=1
<D =) 15,05 e ®w (f, G = s, 1 5 O Fjs 1)
i=1j=1

Preuve:

Suivant les subdivisions de [a, b] et [¢, d] données dans le théoréme et par additivité de I'intégrale de Henstock, nous avons:

b d mon
o) [ [ Fwnasany @) Gi-xn © G- 50 &F Gun)

=1 j=1

=D (i @ (FHDI) j jy yf .9 dydx,znl @ (xi = %) © G = Fj—1) ® F o))

Des lors que (FHDI) f: féd kdydx = (b—a) © (d© ¢) ® k ouk est une constante floue, nous avons ce qui suit:

D (i@ (FHDI) Lx_ ﬁyj f @ d?dx,i@ (xi—x-1) © G —F-0) ®F (Enp)

17Vj-1
=D (2@ (FHDI) fx x1 fy Zlf (x,9) d}?dx,igi? (FHDI) fx x_l fy j f (& m;dydx)
<33 o [* " onon [ [ f unasan

Cette inégalité est due au fait que D est la distance de Hausdorff et suivant une de ses propriétés. D’apres le lemme précité,
on a:

Xi " Xi Vj N 5
c@mon [T F Gngzany < @ [ [0 F @ f G dydx

i-1"Yj-1 Xi-1YYVj-1

D (FHDI) f B f

i-1"Yj-1
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Et d’aprées le théoréme 2, on a:

D(f 9 f Gum)) S Wi xaxma G —x-) 17, © 51 1)

b rd mnoon
prnon [ [ F yydsany @ Gi-x) © G- OF Gn)
a c ]=1

i=1

Sii (L) Fi fyj D (f (9. f (§.1)) dydx

i=1j=1 Xi—1Y¥j-1

o]

n
i=1j=1 -1
m n
= Z Z (i =2%-) 17,0V 1 Ml xgxma G —x-0), 17, © -1 1)

J

Wik xd xwa = x-1), 15, © -1 ) dydx

Jj-1

Corollaire 1: Soit f: [a,b] X [¢ d] — F (R) une fonction floue bornée intégrable au sens de Henstock.

Alors, pourm =n = 3,0na:
b rd UL
pEron [ 7 cyydsany @D Gi-x) © G- ®F Gn)
a ¢ i=1 j=1

S@=-a) YO el wgaxiey fr@—a)lly©el)
+B-) YOl wugxey FB-a)lyOel)
+ =B Iy © el wpgpxey FO=RIYOEN
+t@-—a) 160l wgaxys Fl@a—a),lseyl)
+B-a) 150V Il wgpxps FB—a)ld—yl)
+B=-P) 15OV I wpmxys FG=BI507ID)
+@—0) 1408l wpaxpa (F@—a),ldEsI)
+B-0) 1dO6 I wppxpa FB-—a)I1dSs)
+b-P NdO SN wpyxpag FG—F1dO51)

Va,f € [ablety,§ € [¢d], (uu) € [a,a] x [¢d],(v,v") € [a,f] X [y,8]et(w,w') € [B,b] X [5,d]

I

oug =u§ =v=wetn =u,n=v,n3=w
Corollaire 2: Soit f: [a,b] x [ d] — F (R) une fonction floue bornée, intégrable qu sens de Henstock. Alors,

b rd b— do¢é y 3 b 3
b ((kH) | ff(x,y)dydx,( VOO @ f o @107 ot &7 (b
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,d)])

D40 [f(a.é?d
<9(b-a) 1dO ¢l Fm) @ [ap x cd (f( )"—”)

Théoréme 4: Soit f: [a,b] X [¢ d] — F (R), une fonction lipschitzienne avec les constantes L, et L,. Alors, pour toute
subdivision 4, et A, etV ¢ € [x;_q,x;],i =1,2,...,metn; € [J;_1,¥;,j = 1,...,m, nous avons:

b a m n
o) [ [ Fwnasany @D i-x) © Gr-50 &F Gun)
a C ]=1

i=1
m n
<D L7054 N G = i) + Ly (6= %) 7 © Fjo)
i=1 j=1

Preuve:

D’apreés les relations (%) et (**) (Cfr démonstration théoréme 3), nous avons ce qui suit:

b rd UL
pEron [ [ 7 cyydsany @D Gi-x) © G- OF Gny)
a ¢ i=1 j=1

n ~

syywf | "D Fan Gy ddr M

Ms

j=1 i—-1 '—1

1l
_

i

Par la définition d’une fonction (L4, L,) -lipschitzienne, nous avons que
D (f ). f i) <Lilx—&l+ LD (m)) (2)

Oou encore

D (f . 9).f i) <Lilx =&l +Ly Il 7,m;

(1) et (2) donnent:

b rd UL
pEnon [ [ 7 yydsany @D Gi-x) © G- OF Eny)
a ¢ i=1 j=1

Z xi Yy xXi  Vj
szz [f f L, |x—§i|dydx+f f Ly I §,n; 1| dydx]
i=1j=1 “*i-1"¥j-1 Xj—1Y¥j-1
UL Xi Vj Xi y
=Y | ix-gldgaxn [ [ iyen, nazax
i=1 j=1 Xi—1“Vj-1 Xj—1 YVj-1
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4

m n

Xi Xi
Y L5050 Ix -l + L, 17 Om T 050 [ |x-gldx)
s 1 X X

i=1j= i-1 i—-1

m n 1
D LT 05 N5 (@ia =87+ (=803 + Lo 1701, M5 © 7y I (i = xi0)]

i=1 j=1

m 1 m n
=D D L1507 15 (a =82+ =82 + ) > LITO T O T | (= xi0)

i=1j=1 i=1j=1

n

CONCLUSION

Dans ce article, il a été question d’introduire et d’évaluer I'intégrale double floue de Henstock dont I'une des variables est
floue, en appliquant la régle de Simpson. Il s’agit de calculer I'intégrale sur un domaine quasi-flou rectangulaire. Dans ce sens,
nous avons établi et démontré un théoréme qui montre la limite supérieure de la distance entre les valeurs exactes et
approximatives. Pour la suite, il serait envisageable de faire les mémes analyses pour l'intégrale d’'une fonction floue a deux
variables floues sur un domaine rectangulaire flou.
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