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ABSTRACT: This paper deals with the equation Steklov. The existence and uniqueness tresults are obtained
by Browder Theorem. Our paper is organized as follow: Section 0.2 contains some basic definitions
concerning the nonlinear operators that will be used throughout the paper. Also, we introduce the space
setting of the problem and give some basic characteristics, as the equivalent norm and imbedding results. In

section 0.3 we state the main result on the existence and uniqueness of weak solutions of the problem (P). (S.

A. Khafagy 2011).
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0.1 Introduction

On étudiera dans cet article I'existence et unicité des solutions faibles du probleme de
Steklov formulé par :

) Apu = |uP~2u dans Q
|V1¢L|p—2g—:‘7 = f(x,u) sur 09,

ot  est un domaine borné de RY et f : O x R — R est une fonction de carathéodory
satisfaisant :
(Hy) f(x,81) < f(x,89) p.px € 0N et Vsq,s9 € R, tel que s7 > so.
(I) |f(z, s)] < folx) + c|s|P~! p.p. & € I et pour tout s € R
avec fy € L7 (09), et ¢ > 0.
L’existence de valeurs propres pour le probleme (P) (voir [3,4]).

0.2 Définitions et Préliminaires

0.2.1 Théoréme de Browder

Définition 0.2.1 Soient V' un espace de Banach et A :V — V' un opérateur, on dit que
A est:

1) Borné si et seulement si A envoie les bornés en des bornés c’est a dire pour tout
r > 0l exist M > 0, tel que | A(u)|| < M, pour tout u € V, ||u|| < r.

(A(w),u)

= 00.
flull

2) Coercive si et seulement si lim
llull—o0

3) Strictement monotone si et seulement si

(A(ur) = A(ug), uy — ug) > 0,Vuy, ug € V,u1 # us.
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4) Fortement monotone si et seulement si il exist k > 0 tel que:
(A(uy) — Alug), uy — ug) > k|luy — us||, Yuy, ug € V,uy # us.

5) Complétement continue si et seulement si u, — u = A(u,) = A(u), Vun,u € V.
6) Continue si et seulement si u, — v = A(u,) = A(u),Vu,,u € V.
7) Demi-continue si et seulement si u, — u = A(u,) = A(u),Vu,,u € V.

Théoréme 0.2.1 (Browder)

Soit V' un espace de Banach réflexif et A -V — V' un opérateur est borné, demi-continue,
coercive et monotone sur l’espace V. Alors pour tout f € V' l’équation A(u) = f admet
au moins une solution dans V. Si de plus A est un opérateur strictement monotone, alors
pour tout [ € V' ’équation A(u) = [ admet une solution unique dans V.

0.3 Résultats d’existence et d’unicité

Définition 0.3.1 On dit que u € WHP(Q) est une solution faible du probléme (P) si

/|Vu|p_2VuV<pda:+ / |ulP~2upds = / f(z,u)pdr, Yo € WHP(Q).
Jo Ja Jog

Théoréme 0.3.1 Soit p > 2, et f est une fonction de carathéodory vérifiant les condi-
tions (Hy) et (Hy). Alors le probléme (P) posséde une unique solution faible.

Preuve:
On définit I'opérateur A : WP(Q) — (W'P(Q)), A = J — F, ou les opérateurs J :
Wir(Q) — (WEP(Q)), et F: WHP(Q) — (WHP(Q)) sont donnés par

<J(u),g0):/|Vu|p_2Vqu0d:E+/ [ul[P~?upds
) Q

et

(F(u), ) = | flz,u)pdr
J o0

pour tout u,p € WHP(Q2). Sous la condition (I1), il est connu que A est de classe C*
sur WP(Q) et les points de critiques de A sont les solutions faibles de P, inversement.
Maintenant, nous prouvons l'existence et 1'unicité de la solution faible de (P) .

Nous avons les propriétés suivantes de 'opérateurs J et F'

a) J et I’ sont bien définis, en effet

<J(u),g0):/|Vu|p_2Vqu0dx+/ [ulP~?upds
) Q
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D’apres 'inégalité de Holder

(o)l < [ (TP iiTplde+ [ fup o
(o) (o) () () =

De méme, pour
(F'(u),0) = | f(w,u)pda
a9

=

et il est d’aprés (Hs),que

(F(u), 0] < / fulde < / (ola) + cluP ™) olds

D’apres I'inégalité de Holder,

1

e < ([ ner) (] w)’l’ vel [ )

Donc J et F sont bien définis.

'3\‘._.
=

(L) ==

b) J et F sont bornés, en effet
pour chaque u telle que |[ullwrr@) < M

[Tl wrr@y = sup [(J(u), @) < sup 1(/QIVUI”_1|VSOICl='E+/QIU|”_1|@0|> dz.

el @) <1 lellytp @) <
En utilisant 1'inégalité de Holder

L

1 1 1

p’ P P’ p

1) oy = sup ((/ |Vu|p> (/ IWI”) +( / |u|p) ( / w))
||‘P||W1,p(g)<1 Q Q Q Q

Db D
~ sup (llVUprH%OHLP " ||u||zp||¢||m)

lloll<1
v Ei z 2
< IVallze + llullze < flull” + flull»
e r
2||ul|?” < 2M7.

Pour F', on obtient

IF@ oy = sup [(F(w), @) < sup /m(fb(w)JrcIUI”‘l)lsOI

||‘P||Wl,p(ag)§1 ||‘P||W1,p(ag>§1
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S 1
7 7

1

i\ P 1\ ? P

< sup [( Ifo(w)l”> +( [ul ™ ”p> ](/ |¢|”> :
||(P||W1VP(GQ)S]‘ o0 o o0

Puisque W'P(Q) — LP(99), il resulte que 'opérateur F' est borné.
c) J et F opérateurs sont continus si u, — u, dans W1?(Q). Alors nous avons

||un — u”Wl,p(Q) — O, ||Vun — VU”L;J(Q) — 0, ||un — U”Lp —0
Appliquons le théoreme de convergence dominée

1V a2V — [VulP V)| (@) = 0

et
[(n [P~ = |ufP~*u) || o) — O
d’ou
[ (un) = J(u)l|wrmy = sup [(J(un) = J(u),¢)|
||S0||W1,p(g)§1

< sup (/ ([[VunP*Vu, — IVulp_QVu])pl) ' (/ |80|p) ’
”‘P”Wl,p(g)gl Q QO
+ (/ (([|Un|p_2un - |’u|p_2u)])pl> ’ (/ |g0|p> p) — 0 quand n — oo.
Q 0

De la méme fagon, nous avons

1E(un) = Flu)llwrnoay = sup [(Fun) = F(u), ¢)|

”Wllwl,p(ag)gl

1
7

§k< |f(x,un)—f(x,u)|p,> — 0 quand n — oc.
29

3

d) Soit p > 2, Vo, x5 € RY, on a I'inégalité suivante

|Tg — [P

2P > [P+ plaa [P 2wy (20 — 21) + w11

Maintenant,

() = Tphu—) = / [V 2Vu — [V 2V ] (Vu— Vo)

# [ DuP2uloP ] (u =)

- / (VP> Vu( Ve — Vig)] — / VP 2Vo(Vu — V)
Q Q
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n / (a2 — p)] - / loP2p(u— o) = I + L.

En utilisant (1), on obtient

2 2
> CVePdr + —— [ Ju—pPd
1+ 2_p<2p_1_1)/ﬂ|Vu Vol m+p(2p—1—1)/9|u o|Pdx

> e(p) (V1= Vel o) + i = el )
= c(p)lu = @Y, POUr p = 2.
Donc
(I (u) = T(9),u = 0) > (o)t = Iy DO p > 2 2)

De la méme facon, nous avons

(P) = Plohu=) = [ [ = flo.olliu—s)
Comme f est décroissante par rapport a la seconde variable, on obtient

[f (2, u) = f(z,9)](u— ) <0.

Donc, il suit

(F(u) = F(p),u—p) = 89[]"(:177 uw) = fz,9)l(u—¢) <0. (3)
Les équations (2) et(3) impliquent que

(Alu) = A(g).u— @) = c(p)llu = #[ys ) POUT P > 2 (4)

Donc A est fortement monotone.
Pour appliquer le théoreme Browder, il reste a prouver que A est un opérateur coercif.
De (4), on obtient

(Aw), u) = (A0), u) + c(p)l[ullfyrp0)-

En revanche

- = f('ra O)U
[2l9]

> ([ (h@)? ([ fum?

> —k||f0||Lp’(aQ)||U||W1~P(asz)-
Donc
(A(u), ) > e(p) [l — Fllfoll ooy el oy
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Donc (A(u), ) B

lullw.pgy—oe [[ullwre@)
Cela prouve I’état de coercivité et ainsi de l'existence d'une solution faible de (P).
L’unicité de la solution faible de (P) est une conséquence direct de (4) supposer que
u, p deux solutions faible de ( P) telle que u # . Maintenant, & paritir de (4), nous avons

0= (A(u) — A(p), u— ) = c(p)|lu— ‘P“gvl,p(g) > 0.

Donc u = ¢ ce ci termine la preuve. B
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