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ABSTRACT: Soit une paire d’espaces topologiques (X,1,) et (Y, ‘ry). Une fonction f:X — Y est dite continue si pour
chaque sous-ensemble ouvert S C Y, f71[S] est un ouvert de X.

Soient X un espace d’Alexandroff fini et une application f: X — X. Dans cet article nous intéressons a la continuité de f a
chaque point de X relativement aux différentes topologies distinctes définies sur X.

Cet exercice nous permet de décrire un algorithme de continuité d’une application f définie sur espace d’Alexandroff fini X.
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1 INTRODUCTION

Soient X et Y deux espaces d’Alexandroff finis et une application f: X — Y. L’application f est continue si et seulement si
fU,)c U’p pour tout p' €Y et pout tout p € X tel que f(p) =p’. Les U, sont les éléments de la base irréductible de
I'espace d’Alexandroff X et les U’p sont les éléments de la base irréductible de I'espace d’Alexandroff Y.

Ce résultat capital permet d’examiner successivement la continuité d’une application f définie sur un espace
d’Alexandroff fini vers lui-méme (f : X —= X).

Plus concrétement soit un espace d'Alexandrofffini X 3 3 éléments sur lequel nous définissons 9 topologies
distinctes et 27 applications différentes pour lesquelles nous examinons la continuité relativement a chacune de ces 9
topologies.

Ce long exercice nous permet de décrire un algorithme de continuité d’une application f: X — X.
2 PRELIMINAIRES SUR LES ESPACES D’ ALEXANDROFF [1], [2], [5]
2.1  DEFINITION[5]
Soit X un ensemble non vide et T une topologie sur X. T est une topologie d’Alexandroff ou I'espace topologique (X, 7)

est un espace d’Alexandroff lorsque toute intersection d’une famille (finie ou infinie) d’ouverts de (X, 7) est un ouvert de
(X, 7).

Par conséquent toute réunion (finie ou infinie) d’une famille des fermés de (X, t) est un fermé de (X, 7).
2.2 DEFINITION

Soit T une topologie d’Alexandroff sur I'ensemble X. Soit 7* I'ensemble des fermés de (X, T) c'estadire t* =
{ScXx:X/S et}

Si T* forme une topologie sur X, T est appelé dans ce cas la co-topologie de 7.
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2.3 EXEMPLES

1. Les espaces topologiques discrétes et les espaces topologiques finis sont des espaces d’Alexandroff. [5]
2. SoitX={a,b,c,d}. Considérons la topologie 7 = {@, {a}, X}

L'ensemble des fermées de cette topologie est * = {@,{a,c,d}, X} qui est aussi une topologie sur X, donc une co-
topologie de T.

2.4 THEOREME

Soit T est une topologie sur X. Alors T est une topologie d’Alexandroff si et seulement si T admet une co-topologie sur X.
Preuve

Si T est une topologie d’Alexandroff sur X et T = {ScX:X\S € 7} est 'ensemble des fermés de (X, 7), on a clairement
que @ €T’ X €T par définitionde@ et .SiA,BEPET ,alors X\A€ tetX\B€ 7.Dou (X\A) U (X\B)=X(ANB)€ET
(car Test une topologie, c’est-a-dire que AN B € 7.

De mémesi A, €7 Va € T, alors X\4,€tv,T

Comme T est une topologie d’Alexandroff sur X, il suit que N {X\A4, : < € I'} = X\(Ux er 44) appartient a t. Ceci montre
que U{ A, /x€e T }€ T Ainsi T estune topologie sur X

Réciproquement, supposons que T admette une co-topologie 7. Montrons que T est une topologie d’Alexandroff.

Soit {V;: i € 1} une famille d’ouverts dans (X, ), il faut montrer que N {V;:i € I} est un ouvert dans (X,t), c’est-a-dire que
son complémentaire est fermé.

Par les lois de DeMorgan on a: X\(n{V;:i €I}) =UX\ ) € T car chaque X\V; € T, T étant une topologie par
hypothese.

D’ou X\(N {V; : i € I}) est un fermé dans (X, T) et ainsi N {V; : i € I} est un ouvert dans (X, 7). Ceci montre que T est une
topologie d’Alexandroff.

2.5 DEFINITION

Soit (X, T) un espace d’Alexandroff fini.

Pour tout élément p dans X, on pose U, =N {VcX:VestunouvertdeXetp €V}.

En d’autres termes U, est le plus petit (au sens de I'inclusion ensembliste) ouvert contenant p.
La famille B = {Up: p €E X} s'appelle base irréductible de X.

Cette famille joue un role capital dans les espaces d’Alexadroff.
2.6  PROPOSITION[6]
Tout espace d’Alexandroff fini posséde une base irréductible.

2.7 EXEMPLE

Soit X= {a,b,c}ett = {(Z), {a},{a,c},{a,b, c}} une topologie d’Alexandroff sur X. Alors B = {U,, U,, U }ouU, =
{a}, U, ={a,b,c}et U, = {a,c}, est la base irréductible 'espace d’Alexandroff (X, T)

3 CONTINUITE DANS LES ESPACES D’ ALEXANDROFF FINIS
3.1 DEFINITION

Soit une paire d’espaces topologiques (X,t,) et (Y, ‘ry).

Une fonction f: X — Y est dite continue si et seulement si pour chaque ouvert S de Y, f~1[S] est un ouvert de X.
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La continuité des fonctions définies entre les espaces d’Alexandroff s’exprime en fonction des éléments U, de sa base
irréductible comme le démontrent les trois résultats suivants.

3.2 THEOREME

Soient X et Y des espaces d’Alexandroff finis et f: X= Y une application. Alors f est continue sur X si et seulement si
Uu,)cuU pour tout pe X.
p f®)

Preuve

Supposons d’abord f continue et soit p € X. Comme f(p) € Uy, et Usp,) est un voisinage de f(p)dansY, par la
continuité de f au point p,il existe V un ouvert de X tel que p€ Vet f(V) C Usqy Alors U, cVetf(U,) c f(V) c
Uy py donnent l'inclusionf (U,) < Uy

Réciproquement supposons que pour tout p € X,f(Up) C Uy (p)- Fixons p€ X et montrons que f est continue en p.
Soit W un voisinage ouvert de f (p)dans Y. Clairement
Urpy © W et par hypothese f(Up) C Urp)-

D’ol f(Up) C Us) © w. Comme U, est un voisinage de p dans X tel que f(Up) est contenu dans W, on conclut que
f est continue au point p.

33 COROLLAIRE

Une application f: X — Yentre deux espaces d'Alexandroff X et Y est continue si et seulement si f(Up) c Uy, pour
toutp € Xetp' €Y telque f(p) =p'.

3.4 THEOREME

Soient X et Y deux espaces d’Alexandroff et f: X — Y une bijection. Alors f est un homéomorphisme si et seulement si
f(Up) = Ug(p), pour toutp € X c'est-a-dire U, = f‘l(Uf(p)) pour toutp € X.

Preuve
Supposons que f(Up) = U (p)- Comme f(Up) C UV p € X, parle théoreme 3.2 f est continue.
Pour la continuité de f~1 :Y — X.Soit y € Y alors il existe p € X uniquey = f(p) c’est-3-dire que p = f 1 (y). D’ou
f (Uy)zf_l (Urp) =f_1(f(Up)) =U, = Uf(y) : 1

Donc f‘l(Uy) C Up-1yy Vy = f(p) €Y,ce qui montre que f~1 est continue d’aprés le théoréme 3.2.

Ainsi f et f~1sont continues, d’ou f est un homéomorphisme. Réciproquement, supposons que f est un
homéomorphisme et soit p € X. Il existe un unique y dans Y tel que y = f(p), c’est-a-dire que p=f"1(y).

Par la continuité de f " ona f~'(U,) © Up1
(y)
D’ou f(Up) C Uy =Uy=f (f‘l(Uy)) c f(Uf—l(y)) = f(Up); ce qui montre |'égalité f(Up) = Urp
4  ALGORITHME DE CONTINUITE SUR LES ESPACES D’ ALEXANDROFF FINIS X A N ELEMENT

Pour établir cet algorithme nous travaillons avec un espace d’Alexandroff fini X a 3 éléments sur lequel il est défini 9
topologies distinctes [4] et 27 applications différentes définies de X dans lui-méme.

On étudie la continuité de chaque application relativement aux 9 topologies définies sur X.
4.1  TOPOLOGIES DEFINIES SUR UN ENSEMBLE FINI X A 3 ELEMENTS[4]

Soit un ensemble fini X & 3 éléments, X = {a, b, c}. Les familles suivantes sont des topologies distinctes définies sur X.
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75 ={¢.{al{b.d}, x}

7 ={¢.{a}{o}h{a b} X}

r, ={¢{a}{ab}{ad X}

75 ={¢.{ah{b}{abl.{b.ch X}
{

o ={¢.{a}{b}{c} {ab}.{a.c}{b.c} X}

Les espaces (X, t;) aveci = 1,2, ...,9 sont des espaces topologiques finis donc d’aprés 2.3 des espaces d’Alexandroff
admettant chacun une base irréductible.

Les bases irréductibles pour les 9 topologies sont :

B, ={U, Uy, U}ouU, = U, = U,={a, b, c} pour la topologie 7,
B, ={U, Uy, U }ouU, ={a} et Uy=U, = {a,b,c} pourt,

B; ={U, Uy, U}ouU, = Uy={a,b}et U, = {a,b,c} pour s

B, ={U, Uy, U}ouU, ={a}, Uy={a,b}et U. = {a,b,c}pourt,
Bs ={U,, U, UouU, ={a}et Uy,=U. = {b,c} pour s

By ={U,, Uy, UouU, ={a}, Uy={b} et U, = {a, b, c}pourt,
B, ={U,, U, U}ouU, ={a}, Uy={a,b} et U. = {a,c}pourt,
Bs ={U,, Uy, U }ouU, ={a}, Uy={b}et U, = {b,c} pourtg

By = {Ug, Uy, Uy ou U, ={a}, Uy={b} et U, = {c} pour 1,

4.2 LES DIFFERENTES APPLICATIONS DEFINIES DE X= {a, b, ¢} vers lui mEme

Puisque X a 3 éléments, il y a 27 (3%) applications de X vers X. Ces applications sont les suivantes :

fiX ——————'X for X— X fa: X — X

ae—» 04 ae——»—o2a ae—s—038a
4

CO——p — OC c eC c .// o C
faaX — o X fs: X L.X far X — » X
Ab——p—-o9 a 373 a e Aa
b b //-b ;Lb b

:lf
c c co e C c//o c
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4.3  CONTINUITE DE CES 27 APPLICATIONS DEFINIES DE X DANS X RELATIVEMENT AUX 9 TOPOLOGIES DEFINIES SUR X = {a, b, ¢}

fr: X

fio:X

fioX ——— » X

a\a
b b

a a
b b
c c

fos: X —— » X

S

fo: X —— X

-

be—»——ob

,

s C

fir X X

oa

fier X X

a a
b ob
c c

foao: XX

a a
b b
o ec

fos: X— X

a a
b ob
c c

fae:

e

fo: X X
a /. a
//
b
P
e
@ e C

fis:

fis:

fo1:

foa:

far:

a oa
b ob
c c
X———X

X———mX
a a
b b
c oC
X—X
a ea
b b
c c
X——X
a oa
b b
c c
X——X
a a
b b
c c
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Pour établir la continuité de chaque application nous utilisons le théoreme 3.2. C'est-a-dire pour tout i = 1,2, ...,27 f; est
continue sur X si et seulement si f;(U,) < Uy, pour tout P € X.

Dans cet article nous avons étudié la continuité de 4 applications fi, f5, f5 et f,o que nous avons choisies au hasard.

4.3.1 CONTINUITEDE f; PAR RAPPORT AUX 9 TOPOLOGIES

fuX————X

aﬂ—b—.a
ae——>—9h
coe—» 0~
1) Continuité de f; par rapporta 1,
X ={abd,7, ={¢,X} ou U, =U, =U, =X
fl(a):a et Up =Ua=X; fl[U a] = fl[X]: X UOU ¢ = fqcontinu ena
fl(b): betU f,(b) =Up =X, fllubJ: fl[X] =X 0Ou f,(b) = f4 continuenb

fl(c): cetU (0 =U.=X; fllucjz fl[x] =X 0Ou () = f, continuenc

Donc flest continu sur X relativement a T, car il est continu en tout élément de X.
2) Continuité de f, par rapport a
L={gda} X} ou u .={a} et Up=U =X
fl(a) =a et Uy, =U, :{a}, fl[Ua] = fl[{a}] :{a} U (a = fy continuena
fl(b) =b et Ugp) =Uy,=X; fl[Ub] = fl[X] =X UU )= f, continuenb
fl(c): cetUge=Uc=X; fl[Uc] = fl[X] =X 0U ()= ficontinuenc
Donc f; est continu sur X relativement a T, car il est continu en tout élément de X.

3) Continuité de f; par rapport a

13:{(0,{ a, b} ,X} ol U,=U,={ab} etu, =X

fl(a) =a et Uy =U, ={a, b}; fl[Ua] = fl[{a, b}] :{a,b} gu (@) = f, continuena
fl(b)= b et U =U, ={a,b}; fl[Ub] = fl[{a b}] ={a,b} OUg,m) = f, continuenb

fc)=c et Uy=U.=X:f,[u]= f[x]=x OU . = ficontinuenc

Donc f; est continu sur X relativement a T3 car il est continu en tout élément de X.

4) Continuité de f; par rapport a
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r4={¢,,{ & {af ,x} ouU, ={ahu, ={ab} etu, = x
fl(a)z aetU fl(a) =U, ={a}; f1|_U a]: fl[{a}] :{a} ou fl (a) = f; continu en a
fl(b): betU f,(b) =Uy :{a,b}; fl[Ub]z fl[{a,b}] :{a,b} ou fl (b) = f; continuenb

fl(c): cetU fl(c) =U.=X; fl[UC]: 1[X]: X au Q) = f; continuenc
1~

Donc f; est continu sur X relativement a T, car il est continu en tout élément de X.

5) Continuité de f; par rapport a
Ts—{ {a}{a,b} } ol U = } etUb: Uc :{b,C}
fl(a): aetU fl(a) =U ={a}; f1[u aJ: fl[{a}] ={a}Ou f[l (a) = f; continuen a

f

1(b): betU f, (b) =Uy ={b,c}; fl[Ub]: fl[{b,c}]:{b,c} U b)= f, continuen b
1

f

1(c): cetUyU fl(c) =U. :{b,c}; fl[UC]: fl[{b,c}] :{b,c} gu f [c) = f1 continu en ¢

1

Donc f; est continu sur X relativement a Ts car il est continu en tout élément de X.

6) Continuité de f; par rapport a
e fofa{ach X} on =l exv =1 e, =

f(a)=a et U fl(a) =U, ={a} U, ]= f;{{al]={a} DU . (a)= fy continuen a

f,(b)=b et U f,(b) =U, ={b}; fl[Ub]: falfb}]={0} DU fo ()= Ty continuen b

f

1(c)=c ety fl(o) =U.=X; fl[UC]: fl[X]: X gu ‘(o = f; continu en ¢

1

Donc f; est continu sur X relativement a Tg car il est continu en tout élément de X.
7) Continuité de f; par rapport a
17:{(0,{ & {ab {ad ,X} ou Ua:{a etU, = ={ab} et Uo ={a,c}

fl(a):a et U fl( ):Ua:{a}; flluaJ: f a]:{a}DU]c (a):> f, continu en a
fl(b) b et U]c (b) —Ub a,b 1[U2]— f3[a,b] a,b}DUf j(b):> f1 continuenb

fl(c): cetU fl(c) :UC = a,c ; fl[Uc]: fl[ a,c]: a,c} ou f (cj = fl continuen c
1

Donc f; est continu sur X relativement a T, car il est continu en tout élément de X.

8) Continuité de f, par rapport a

w={o{d {8 {aB {bg X} ouu,={a} etu, ={t} etu ={ad
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fila)=a et U fl(a) =U,

={ak: U, ]= [}l ={a} DU fiy a) = f1 continuen a
f,(b)=b et U f,(b) =U,, ={o} fl[Ub]: faflo}] = {o} OU fo b) = fy continu en b

fl(c): cetU fl(c) =U. :{b,c}; fl[uc]= fl[{b, c}] :{b,c} ou fl[cj = f; continuen c

Donc f; est continu sur X relativement a Tgcar il est continu en tout élément de X.

9) Continuité de f, par rapport a

{w{a}{b}{c}{ab}{ae}{bc} x} ouu, ={a} etu, =fo} etu, ={d

fla)=a et Ufl(a):U {a} 1, v ,]= ,{al] ={a }DUfl(a): f, continu en a

flb)=b et U £, () =uy, ={o} fl[ub]= f, o} ={o} DU b= f, continu en b

filc)=c et U [0 =U, = 1[U ] f,f{cl ={c} OU e = f, continu en ¢

Donc f; est continu sur X relativement a Tq car il est continu en tout élément de X.

Conclusion : L’application f; est continue sur X relativement aux topologies 7;,7,,75,74,75,76,77,Tg €t T définies sur X

4.3.2 CONTINUITE DE f3 PAR RAPPORT AUX 9 TOPOLOGIES

fa X — X

a a
b
c °c

1) Continuité de f; par rapport a T, ={g, X} oliU, =U, =U, = X
f3(a): aetUg,=U,=X, f3[Ua] = f3[X] :{a,b} OU ,a) = f5 continuena
f3(b): b et Uy =Up=X; f3[Ub]: f3[X]:{a,b} OU ) = fs continuenb
fs(c)=a et Uy ) =U, =X; fou.]= f5[x]={ab} OU () = f; continuenc

Donc f; est continu sur X relativement a T, car il est continu en tout élément de X.

2) Continuité de f; par rapport a
1,={¢.{a}, x} ouu, ={a}u, =u, = x

f3(a):a et Uy () =U, :{a}; f3[Ua]: fg[{a}]:{a} OU t,(a) = f3 continuena
fz(0)=b et U,y =Up = X; fo[u,] = fo[X]={ab} OU )= f5 continuenb
)

f3(c =a et Uy ()=U, :{a}; f3[UC]: f3[X]:{ b} )= f3 noncontinuenc

Donc f; n’est pas continu sur X relativement a T, car il est non continu c.

ISSN : 2028-9324 Vol. 20 No. 3, Jun. 2017 1001



SUR UN ALGORITHME DE CONTINUITE SUR LES ESPACES D’ALEXANDROFF FINIS

3) Continuité de f; par rapport a
13:{¢,{a,b},x} ouU, :{a,b}:Ub etU. =X
f,(a)=a et U, ty(a) =Y . ={ab}; fg[U ] 3[{a,b}] {a,b}DUTs a) = f3 continuena
fs(b)=b et Uy =U, ={a b} ;;Ju,]= f;{abl]={abl0U 4 = f; continuenb

fy(c)=a et Uy =U, ={ab}; f,u.]=f.[x]={ab}0U = f, continuenc

Donc T, est continu sur X relativement & T car il est continu en tout élément de X.
4)Continuité de f, par rapport 2
t.={e{a{ab}, X} ouu, ={a},u, ={ab} etu, = x
fy(a)=a et U, =U, ={a}; f,[u,] = f,[{a}] ={a} DU (,) = T continuena
f(b)=b et Ugp =Up = {ab}; 3[Ub]— f3[{a,b}] {a,b}DU )= f3 continuenb

3(c) aetUgq Ua:{a}; fa[UC] 3[X] {a,b}D{a} U ) = f3 noncontinuenc

Donc f3 n’est pas continu sur X relativement a 1, car il est non continu en c.
5)Continuité de f; par rapport a
. ={p{a}{b.c}, X} ouu, ={a},u, =u_ ={b,c}

f3(a) aetUgq {} [U ] 3[{ }] {a}DU )= f3 continuena

fy(b)=b et U,y =U, ={bc}; ,JU,]= f,[{b.d]={ab} O{b.c} =U ,) = , noncontinuenb

fy(c)=a et Uy =V, ={a}; ;[u.]= t,[{b.d]={ab} D{a} =U  (; = f; noncontinuenc

Donc f; n’est pas continu sur X relativement a Ts car il est non continu en b et c.
6) Continuité de f; par rapport

. ={w{a}.{b}.{a b}, X} ouu, ={a},u, ={b} etu, =X

fy(a)=a et Uy, =U, ={a} f,Ju,]= f,[{a}]={a} DU ) = f, continuena

f3(b): betUgg=U,= { } 3[Ub]— f3[{b}] { }DU 1,(0) = f3 continuenb

f3(c):a et Ug) =U, :{a}; fg[Uc]: f3[X] {a,b} D{a} U ) = fs noncontinuenc

Donc f; non continu sur X car il est non continu en c.

7) Continuité de f; par rapport a

v ={pia}{ab}{ach x}u, ={a}u, ={ab} etu. ={ac}

f(a)=a et U, @) =Va ={a}; 3[U ]— f3[{ }] {a}DU )= f; continuena

fy(b)=b et Uy =U, ={ab}; 1,Ju,]= i,[{abl]={ab} OU 4, = f; continuenb

={
fc)=a et Uy =, ={a} fu.]= ;{ad]={a} DU ) = f, continuenc
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Donc f5 est continu sur X relativement a T car il est continu en tout élément de X.
8) Continuité de f; par rapport a
w={p{ahibh{abh{bc X}, ={ahu, ={b} etu. ={b,d)

fy(a)=a et U, =U, ={a} ,[u,]= f:[{a}] ={af DU () = f; continuena

f3(b) betUg=U,= b} 3[Ub]— f3[{b}] { } p) = f3 continuenb

{
f3(c) aetUg=U, {a} [U ]—fg{b c}] {a,b}DU )= f3 noncontinuenc

Donc f3 n’est pas continu sur X relativement a Tg car il est non continu en c.

9) Continuité de f; par rapport a

Ts={co.{a}.{b},{c}.{ab},{b.c},x} ouU, ={a}u, ={b} etu, ={d
f(a)=a et U, 2(a) . ={akf [U ]— f3[{ }] {a}DU )= f; continuena
fy(b)=b et Uy =U, ={b}; f[u,] = f:[{b}] ={b} DU, ;)= f; continuenb

f(c)=a et U=, ={a}; fu.]= t,[{d}]= {a}DU )= f; continuenc

Donc f;est continu sur X relativement a Ty car il est continu en tout élément a X.

Conclusion : L’application f3 est continue sur X relativement aux topologies r,,7,,7, et 7,- Elle est non continue sur X

parrapportar .1 7.7 €tT,

21t 49t 51t
4.3.3 CONTINUITE DE f5 PAR RAPPORT AUX 9 TOPOLOGIES DEFINIES SUR X = { a, b, C}

X ———mmX

a a
b °h
c ec

1) Continuité de fs par rapport a T, ={¢J, X} ouU,=U,=U_=X
fs(a)= f5(b) = fs(c) = aety to(a) TYU ,00) YU 1 (0) =V

felUa] = fslup] = fs[u ] =[x]={a} O

Donc f5 est continu en a, b et ¢, donc il est continu sur X relativement a T1;.

=X

a

2) Continuité de f5 par rapport a
v, ={p{a}, X} ouu, ={a} etu, =U =X fs(a)=f5(b) = f;(c)= aetU, (5 =U ) =U () =V, ={a}
f[U.]= fol{al]={a} OU ; (.) = fs continuena
fsJU,] = fs[X]={a} DU ) = f5 continuenb
fs[U.]= f[X]={a} DU () = fs continuenc

Donc fg est continu sur X relativement a T, car il est continu en tout élément de X.
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3) Continuité de f; par rapport a
T3={¢,{a, b}, X} ouU ={a, b} =U,etU, =X f5(a) = f5(b) = f5(C) = aetU () =U f(b) =U () =U, ={a,b}
5[U ]— fs[{a,b}] {a} OU ¢, @ = fs continuena
5[Ub]— fs[{a,b}] { } p) = f5 continuenb
flU.]= fs[X]={a} DU () = s continuenc
Donc fg est continu sur X relativement a Ts car il est continu en tout élément de X.
4) Continuité de fs par rapport a
w={g{a}{ab} X} ooy, ={a}u, ={ab} etu =X
fs(a)= fs(b) = fi(c)=a et Uy =U ) =U (o ={a} =U,
f[u.]= fol{al]={a} OU () = 5 continuena
f.[u,]= fs[{ab}] ={a} DU () = fs continuenb
folu.]= fs[x]={a} U ()= fs continuenc
Donc fg est continu sur X relativement a T, car il est continu en tout élément de X.
5) Continuité de f; par rapport a
t={¢.{a}.{bc} X} ouu, ={alu, =U, ={b.c} fs(a)= fs(b)= fs(c)= aetU () =U  () =U =V, ={d}
5[U ]— f5[{a}] { } a) = f5 continuena
5[Ub] = fs[{b c}] {ao U ») = f5 continuenb
5[U ]— fs[{b c}] {a} HU¢ ()= fs continuenc
Donc fg est continu sur X relativement a Ts car il est continu en tout élément de X.

6) Continuité de f; par rapport a
to={p{al{bh{abl x} ouu, ={ahu, ={b} ety =x
fs(a) = fs(b) = f5(C) =aetUq ) =U¢ ) =U ) =V, ={a}
Donc fg est continu sur X relativement a Tg car il est continu en tout élément de X.
7) Continuité de fs par rapport a
v={efa{abl{ad,x} ouu, ={a} , U, ={ab} etu. ={ad}
fy(a) = f5(b) = f,(c) = aetu ts(a) =Y g (0) =U t50) =Va ={a}
folUa] = felial] ={a = fs[Uy]= folu]

5[U ]DU )= fs continuena

5[UD]DU )= fs continuenb

5[U ]DU )= fs continuenc

Donc fg est continu sur X relativement a T car il est continu en tout élément de X.
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8) Continuité de f par rapport 3
. ={w{a}.{b}.{ab}.{b,c}, X} ouu, ={a},u, ={b} etu, ={b,c¢}
f5(a)= f5(b)= f5(c): aetU () =Uy ) =U () =Va ={a}
foJUa] = folUp] = folUc] ={a} =U ) =U ) =U 1)

Donc fg est continu sur X relativement & Tgcar il est continu en tout élément.

9) Continuité de fs par rapport 3
t={pf{al.{bl{c}{abl{a.c}{b.c} X} ouu, ={a}u, ={o} etu, ={c}
fs(a)= fo(b) = folc) = aetU (5 =U ;) =U (g =V, ={a
folUa] = feUp] = fslUc] ={a} =U 0 =U ) =V 9
Donc fg est continu sur X relativement a Ty car il est continu en tout élément.

Conclusion : L'application f5 est continue sur X par rapport aux 9 topologies. Il en est de méme des applications

constantes fg et .

434 CONTINUITE DE f20 RELATIVEMENT AUX 9 TOPOLOGIES DEFINIES SUR X = { a, b, C}

fao : X——— X

a a
b b
c °c

1) Continuité de f,q relativement a
n={¢. X} ouU, =U, =U, = X
f(@)=b et Uy ) =U, = X; flU,]= fx[X]={ab} DU, ;)= fy continuena
fzo(b):a et Ug p=U.=X; fZO[Ub]: fZO[X]:{a, b} UU ¢, ) = fo continuenb

fzo(c): betU ()=U,=X; fZO[UC] = fzo[X]:{a,b} Uy, ()= fx continuenc

Donc f,, est continu sur X relativement a T, car il est continu en tout élément de X.
2) Continuité de f,, relativement a
={e{a}, x} ouu, ={a}etu, =U_ = X
fzo(a): b et U o=U,=X; fZO[Ua] = fzo[{a}] :{b} Uy, ()= fo continuena
=a et U,y =U, ={a}; f,[U,] = fo[X]={ab} OU_()= fx noncontinuenb

)
folc)=b et Uy ) =U, =X; fplU.]= fo[X]={ab} DU, ()= f, continuenc

Donc f,, n’est pas continu sur X relativement a T, car il est non continu en b.
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3) Continuité de f,, relativement 3
={e{ab},x} ouu, =u, ={ab}etu, = X
fo(a)=b et U, @) =Ys ={a,b}; fZO[U ]: fzo[{a,b}]:{a,b}DUfzo a) = fy continuena
fob)=a et U, o =U, ={ab}; f,[U,]= fxl{abl]={abl0U_ ;= f, continuenb

)
folc)=b et U, y=U, ={ab; f,[U.]= fu[X]={ab}0U = f, continuenc

Donc f,,est continu sur X relativement & T3 car il est continu sur tout élément de X.

4) Continuité de f,, relativement a

t4={¢,{a},{a,b},x} ouU, ={a},u, ={a b} etu, = X

fo(@)=b et Uy ) =U, ={ab}; f[u,]= f[{a}]={b} OU ()= fy continuena
(b

(e

Donc f,, n’est pas continue sur X relativement a T, car il est non continu en b.

) aetU; q=U, { } 20[Ub]: fzo[{a,b}]:{a,b}DUfzo(b): f,, noncontinuenb
)

=b et U :{a,b}; fZO[UC]: sz[X]:{a,b} Uy, ()= fa continuenc

5) Continuité de f,o relativement a
. ={p{a}.{b.c},x} ouu, ={a} et U, =U,={bd}
fo(@)=b et U ) =U, ={b.c}; f,U,]= fxl{al]={b} DU ()= fy continuena
fo0 (b) aetUg {a} fzo[Ub]— fao {b c}] {a,b} Uy, () = fo Noncontinuenb

f, (c) betU, {b c} 20[U ]— fzo[{b c}] {a,b}DUfzo(C): f,, noncontinuenc

Donc f,, n’est pas continu sur X relativement a Ts car il est non continu en b.
6) Continuité de f,, relativement a
={¢.{a}.{o}.{ab}x} ouu, ={a},u, ={b} etu, =X
fo(@)=b et U to(@) =Y ={b}; fzo[U ]: fzo[{a}]:{b} OU ¢, a) = fo continuena
folb)=a et U =U, ={a}; f[U,]= flib}]={a} DU ) = fy continuenb

)
folc)=b et Uy =U, ={b}; fxJu.]= f[X]={ab} OU, (= f, noncontinuenc

Donc f,, n’est pas continu sur X relativement a Tg car il est non continu en c.
7) Continuité de f,q relativement &

r7={¢,{a},{a,b},{a,c}x} ouU, ={a},u, ={a b} etu, ={a,d}

fo(@)=b et Uy ) =U, ={ab}; f[u,]= f[{a}]={b} OU ()= fy continuena
f0(b

(e

):a et Ug p) =U, {a}; fZO[Ub]: fzo[{a,b}]:{a,b} Uy, ) = fo noncontinuenb
)

=b et U :{a, b}; fZO[UC] = fzo[{a, c}]:{b} Uy, ()= fx continuenc
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Donc f,, n’est pas continu sur X relativement a T, car il est non continu en b.

8) Continuité de f,, relativement 3
={¢.{a}.{0}.{ab}.{b.dx} ouu, ={a},u, ={b} etu, ={b,c}
fzo(a): bet U =U, :{b}; fzo[Ua]: fzo{ }] {b} OU ¢, (a) = fx continuena
fob)=a et U, . =U,={ak fu,]= flib]={a} OU () = T continuenb

)
faolc) =

Donc f,, n’est pas continu sur X relativement a Tgcar il est non continu en c.

b et U, (=U, ={b}; fxJU.]= flib.c]={ab} 00U = fy noncontinuenc

9) Continuité de f,, relativement a
t={¢.{a}{b}.{c}.{ab}{ac}{b.c}. X} oL, ={a}u, ={b} etu, ={d}
fo(@)=b et U, .y =U, ={b} f,x[U.]= f[{a}] ={} DU () = f continuena
=a et U o) =U, :{a}; fZO[Ub] = fzo[{b}] { }D U v) = o continuenb

)
folc)=b et U tolc) =Up = {b: f20U.] = Fol{cl] = {0} DU ty(c) = f20 CONtinuenc

Donc f, est continu sur X relativement a Ty car il est continu en tout élément de X.

Conclusion : I'application f20 est continue sur X relativement aux topologies T; T; et Ty . Elle n’est pas continue sur X par
rapport aux tOpOlOgies TZ, T4 ,TS ,TG, T7 et Tg .

Il résulte de cet exercice une suite finie d’étapes réalisables pour établir la continuité d’une application définie sur un
espace d’Alexandroff fini.

Ce long exercice nous permet de décrire au point 4.4 un algorithme de continuité d’une application définie sur un espace
d’Alexandroff fini.

4.4 ALGORITHME DE CONTINUITE SUR L’ESPACE D’ ALEXANDROFF FINI X

Pour établir la continuité d’'une application définie sur un espace d’Alexandroff fini nous appliquerons I'algorithme
suivant.

ALGORITHME

Début
Initialisation

Xo «»  f(xg) «» ty «» vy «» Uxg«» f(Uxy) «» Uf(xg) «» wy «»
Xy «» f(xl) «» tl «» 171 «» le «» f(le) «» Uf(xl) «» Wy «»

Xp «» f(xn) «» t «» vp «» an «» f(an) «» Uf(xn) W Wy «»
i0 C«» jo0 k O I 0 s 0 to

3. Lire
xOI xll e, xn

f(xo), f(x1), f ()

to, t1, s tm
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4. PouriallantdeOan
‘Détermination de f(Ux;)
‘Détermination de Uf(x;)
Si f(Ux;) € Uf(x;) alors

C=C+ « »+x;

Ecrire (« la fonction est continue au point » ; x; )

Sinon

Ecrire (« la fonction est discontinue au point » ; x; )

Fin si
i=i+1

Fin pour

5. Ecrire (« la fonction est continue au(x) point(s) » ;C )
6. Fin

Détermination de f(Ux;)

1. Début
Pourjallantde0am
Six; €t; alors
Vg < &
k=k+1
Fin si
j=j+1
Fin pour
Ux; < Ni=o Vi

PoursallantdeOan
Si xg € Ux; alors
Si f(xs) & f(Ux;) alors
fUx;) = f(Ux;)+ «, »+ f(x5)
Fin si
Fin si
s=s+1
Fin pour
Fin

Détermination de Uf(x;)
1. Début
Pour tallantde0am
Si f(x;) € T; alors

wy < T;
I=1+1
Fin si
t=t+1
Fin pour
Uf(x;) < NiZow;
Fin
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ANALYSE ET DESCRIPTION DE L’ ALGORITHME

Vérification de I'algorithme :
Considérons un ensemble X= {a,b,c}, une topologie 7={ @,{a} ,{a,b} ,X}} ainsi qu’une application définie comme suit :

f:X—X

Les données sont enregistrées par I'ordinateur comme suit :

Xp=a; X1=b ; x,=a et n=2
f(xo)=a; f(x1)=b; f(xz)=c
to={a}; t;={a,b}; t,=X et m=2. L’ensemble vide n’est pas considéré par le logiciel comme faisant partie de la topologie.
i=0<2
‘Détermination de f(Ux;)
‘Détermination de Uf(x;)
a € {a} f(Uxy) c Uf(x,)
c="a"

Ecrire (« la fonction est continue au point » ;a )
i=0+1=1

On passe a i=1, et on répete les mémes itérations jusqu’a i =2
Ecrire (« la fonction est continue au(x) point(s) » ;C )
Détermination de f(Ux;)

j= 0< 2 ‘la condition est respectée
a €{a} ‘on vérifie que x; existe dans I'ouvert ¢;
vy « {a} ‘on insere t; dans vy, car x; € t;
k=0+1=1 ‘on incrémente k

j=0+1=1<2
a € {a,b}
v, < {a,b}
k=1+1=2

j=1+1=2<2
a €{a,b,c}
v, «{a,b,c}
k=2+1=3

j=2+1 ‘on quitte la boucle car la condition n’est plus respectée (j>2)
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Uxy « Ny v, donc Ux, «{a}

s=0<2

a €{a} ‘x, € Ux,

ag"™ ‘f(xo) & f(Ux;)
f(UxO) e "I a"

s=1<2

b ¢{a} ‘on passe directement au s suivant
§=2<2

c & {a}
s=3 ‘on quitte la boucle

on obtient donc f(Ux,) =", a" a la fin du sous-programme

Détermination de Uf(x;)
t=0<2
a€{a} Si f(x;) € T; alors
w, «{a} wy < T,
I=0+1=1

t=1<2
a€{a,b}
wy «{a,b}
=1+1=2

a€{a,b,c}
w, «{a,b,c}
=2+1=3

t=3 ‘on quitte la boucle

Uf (x0) < Nizow; etdonc Uf (xo)={a}

Le temps d’exécution de I'algorithme avec le langage java est de 53 secondes pour ce cas précis.
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