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ABSTRACT: We study a set of particles of spin 1 subjected to an oscillating field. We calculate the steady states of this system 

using the Floquet theorem and the method of resonant medium developed to the third order with respect to the oscillating 

field intensity. 

The calculation of the magnetization of the overall system allows one to show the saturation of absorption, and gives, to 

order three, asymptotic terms of both the dispersion and the absorption where nonlinear effects appear. 

KEYWORDS: Magnetic susceptibility, Magnetization, Floquet theorem, Resonating Main values Method, Radiation-Matter 

interaction. 

RESUME: Dans cet article, nous avons étudié un ensemble de particules de spins 1 soumis à un champ oscillant 

d’amplitude��. Nous avons calculé les états permanents de ce système en utilisant le théorème de Floquet et la méthode 

des moyennes résonantes développée jusqu’au troisième ordre par rapport à l’intensité du champ oscillant. 

Le calcul de l’aimantation globale du système a ensuite permis de mettre en évidence la saturation de l’absorption et de 

donner, jusqu’à l’ordre trois, les expressions asymptotiques des termes de dispersion et d’absorption, dans lesquelles 

apparaissent des effets non linéaires. 

MOTS-CLEFS: Susceptibilité magnétique ; Aimantation ; Théorème de Floquet ; Méthode des moyennes résonantes ;  

Interaction rayonnement–matière. 

1 INTRODUCTION 

L’étude de la susceptibilité magnétique des matériaux a des applications dans plusieurs domaines de la physique tels que 

l’électromagnétisme, l’application radar, la propagation optique [1-3], la photonique [4-5] et les semi-conducteurs [6]. 

Dans cet article, nous avons utilisé le théorème de Floquet [7] et la méthode des moyennes résonantes appliqués à un 

système de spins 1 soumis à un champ oscillant d’amplitude ω1. Nous avons déterminé la composante de l’aimantation et la 

susceptibilité magnétique jusqu’à l’ordre trois en ω1.Nous avons mis en évidence les phénomènes de résonance rotatoire et 

de température de spin, ainsi que le comportement de l’aimantation. Nous avons comparé nos résultats avec ceux de la 

littérature [8].  
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Nous nous intéressons à l’interaction d’un champ radiofréquence avec un ensemble de particules de spins1 ; sans 

interactions mutuelles ; en utilisant le théorème de Floques et la méthode des moyennes résonantes ; permettant 

d’éviter  les catastrophes  de résonance [9]. 

Le théorème de Floquet, comme nous le verrons par la suite, est un outil mathématique puisant et élégant qui permet de 

résoudre d’une manière générale les problèmes périodiques dans le temps, et est un procédé de calcul valable pour les 

systèmes quantiques à Hamiltoniens périodiques. 

2 THEOREME DE FLOQUET ET METHODE DES MOYENNES RESONANTES (MMR) 

2.1 THÉORÈME DE FLOQUET 

On considère un système quantique en interaction avec un champ oscillant, périodique de période� = ��
��, et d’amplitude 

ω1. L'équation de Schrödinger régissant l'évolution de ce système est telle que  

)()()( ttHt
dt

d
i ψψ =h

   
(1)

 

)()( 110 tHHtH ω+=
                                                                                                                                                       (2)             

 

où H0 est l’Hamiltonien du système libre, et où  H1 est l’Hamiltonien qui traduit l’interaction  avec un champ périodique. 

Soit V (t) l'opérateur d'évolution relatif à l’éq. (1),  V (t) satisfait à 

	 


� ���� = �������                                                                                                                                                         (3) 

D'après le théorème de Floquet, il existe une décomposition (R, T (t)) de telle sorte que : 

  ��� = ��������h�����                                                                                                                                           (4)  

Où T (t) est un opérateur unitaire, périodique de période � (ou un multiple de�), et où R est un opérateur hermitien 

constant. 

V (t) s’écrit, en représentation d’interaction, sous la forme  

�� = ��������
� 0

H �
h
����� ���                  (5) 

Utilisant l’équation (3), on a encore: 

� = ������
���
h
�����

                                                                                                                                                       (6)     

���� = �����
� 0

H �
h
�����

                                                                                                                                         (7)  

���� = ������
� 0

H �
h
�����

                                                                                                                                                       (8) 

Ainsi, on peut écrire : 

	ℏ 


���� = � �ℏ����������ℏ���                                                                                                                                               (9) 

2.2 METHODE DES MOYENNES RESONANTES (MMR) 

La méthode des moyennes résonnantes (MMR) est due à G. Lochak et M. Thiounn [10], et constitue une généralisation de 

la méthode de Bogolioubov [11]. Elle permet la résolution approchée de l'équation de Schrödinger qui régit l'évolution d'un 

système quantique en interaction avec un champ périodique. 
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Il s'agit de l’équation (7) à laquelle nous appliquons la MMR. Les solutions sont obtenues sous la forme d'un 

développement en série de puissances de ω1.  

L’Hamiltonien HI (t) peut être écrit comme :
 

∑ Ω= ti
kII

keHtH )()(                                                                                                                                                 (10) 

où (HI)k désigne un ensemble d’opérateurs hermétiques constants ; où Ωk est une suite de fréquences, dont on peut 

extraire une sous suite comprenant la fréquence  Ωk =0. Supposons que cette sous suite contienne un nombre fini k de 

fréquences que l’on peut ordonner   Ω0   Ω1  Ωk….,  et que les autres fréquences Ωk, Ωk+1  ne soient ni harmoniques ni des 

combinaisons d’harmoniques des k premières. On peut alors écrire l’Hamiltonien d’interaction sous la forme : 

∑∑
∞

=

Ω
−

=

Ω +=
kp

ti
pI

k

p

ti
II

pp eHeHH )()(
1

0

                                                                                                                     (11)                                                                      

On définit alors deux operateurs appelés « partie moyenne » et partie oscillante » de (HI)k  respectivement notés  �  et 

IH
~�

en posant : 

ti
p

I

k

I
peHtH

Ω
−

∑= )()(
1

0

                                                                                                                                               (12)                                            

∑
∞ Ω

Ω
=

k p

ti

pII i

e
HtH

p

)()(
~

                                                                                                                      (13) 

Ces deux opérateurs satisfaisant aux propriétés suivantes : 

� IH et IH
~

sont périodiques de période � ou  � 

� )(tHI étant uniformément borné par rapport au temps, )(tHI  et )(
~

tH I le sont aussi. 

2.3 DECOMPOSITION DE FLOQUET (R, T) 

2.3.1 SOLUTION NON AMELIOREE DU PREMIER ORDRE 

C’est  l'opérateur 
(1)

VI(t), tel que : 

	 
 !"���

� = ������ �����                (14) 

Puisque 0=IH , nous avons :  

����� = ��0�� = 1�           (15) 

Ce qui implique, d’après l’équation (5), que :     

����� = ���ℏ���           (16) 

2.3.2 SOLUTION AMÉLIORÉE DU PREMIER ORDRE 

C’est l'opérateur 
(1a)

VI(t), tel que : 

����� = %���& �����           (17) 

A(t)=1-
'
ℏ���(                 (18) 

où 
(1a)

VI(t) peut être écrit sous la forme de Floquet : 
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����� =�& ���& ��� ��)
ℏ                (19) 

Ainsi, nous avons     

% *�� ����� =� ���& ��� ���)
ℏ +              (20) 

En tenant compte des équations (4), (6) et (15), nous pourrons choisir la  décomposition  de Floquet (
1a

T(t),
1a

R) en posant  
1a

R=H0 

tH
i

H
i

a etAetBtT
00

)()()(1 hh
−

==               (21) 

2.3.3 SOLUTION NON AMELIOREE DU SECOND ORDRE 

Elle est définie par l’opérateur : 

)()()()2( ttAtVI Γ=                 (22) 

où Γ(t)est l'opérateur fondamental de l'équation :  

)()()( ttFt
dt

d
i Γ=Γh                (23) 

F (t) est donné par : 

  
{





−+−+= ))
~~~~

(
2

1~~
)()( 2

11 IIIIIIIII HH
dt

d
H

dt

d
HHHHH

i
tHtF ωω

h             (24) 

L'opérateur VI(t) est écrit sous la forme de Floquet :  

��� = ��� (t)�� �ℏ ,�-
                (25) 

On peut alors écrire la décomposition de Floquet de cet ordre d'approximation, soit (
(2)

R,
(2)

T(t)) , tel que 

)(0
)2( tFHR +=                 (26) 

)()()( )1()2( tBtTtT a ==                (27) 

2.3.4 SOLUTION AMÉLIORÉE DU SECOND ORDRE 

C’est  l'opérateur 
(2a)

VI(t), tel que : 

)()()()2( ttAtV aI
a Γ=                (28) 

où Γ(t) est donné par (22)  et Aa(t)  est défini par   
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et où      

%&��� = %��� + /��               (30) 

en posant   
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d
H
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d
HtG

h

ω
            (31) 

A (t) est donné par l’équation (17). 
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L'opérateur de Floquet 
(2a)

VI (t) est donné par 

�����& = ��& ������ℏ ,�-)
               (32) 

Nous pouvons choisir la décomposition de Floquet à cet ordre d'approximation soit (
(2a)

R,
(2a)

T(t), en posant : 

0�& =�1 + 2                 (33) 

���� = 3��� + /���&                (34) 

(2a)
R étant un opérateur hermitique constant et 

(2a)
T(t)  un opérateur périodique de période �, unitaire à des termes 

d’ordre 3 prés. 

2.3.5 SOLUTION AMÉLIORÉE À L’ORDRE TROIS 

C'est l'opérateur 
(3)

VI  tel que 

 ��4  =%&���5��                (35) 

S (t) satisfait à l'équation 

	 


� 5��� = 6���5��              (36) 

)
~~~~~

(
1

2

1
)

~~
(

2

1
2

3
2

22
222 IIIIIIIIIIIII HH

dt

d
HHHHH

dt

d
HHHHHAAHE ++−+−−=

hhh           (37) 

2.4 ETATS PERMANENTS DU SYSTÈME 

La théorie des états permanents a été développée par A.Alaoui et G. Lochak [12,15]  Nous allons, en utilisant les résultats 

du paragraphe précédent, calculer les états permanents aux différents ordres d’approximation.  

Les états permanents sont tels que : 

|8'��9& 〉 = ��
�;<)
h ��� |='9& 〉                                                                                                    (38) 

Les 
ka

λ sont les valeurs propres de l’opérateur  R , et les  k r les vecteurs propres qui  leur correspondent.  

3 APPLICATION DE LA METHODE A UN SYSTEME DE PARTICULES DE SPINS 1 EN INTERACTION AVEC UN CHAMP OSCILLANT 

Considérons un ensemble statistique de N particules de spin 1 sans interactions mutuelles; de  moment magnétique 

individuel                    ;  soumis à un champ statique                         et à un champ oscillant 

L'Hamiltonien traduisant l'interaction avec ces champs est donné par :  

0
1( ) ( ( ))H t m h h t= − +

ur uur r
                                                                                                                                            (39)  

Nous obtenons  

                                                                                                                                                                                                 (40) 

En représentation d'interaction  

                                                                                                                                                                                                  (41) 

où l'Hamiltonien de perturbation est  

                                                                                                                                                                                                  (42) 

 

Nous pouvons alors écrire l'Hamiltonien d’interaction sous la forme 

0 0h h k=
uur ur

11( ) 2 cosh t h tiω=
uuuur r

m Iγ=
ur r

h

0 1( ) 2 cosZ xH t I I tω ω ω= +h h

0 0

1( ) ( )
i i

H t H t

IH t e H t e
−

= h h

1( ) 2 cosxH t I tω= h
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                                                                                                                                                                                               (43a) 

                                                                                                                                                                                               (43b) 

 

Dans le but d’étudier le comportement du système loin de la résonance� = �1 ; isolons la sous suite de fréquences : 

Ω1 = 0 

Ω1=�1 − 3� 

Ω1A =	3� − �1 

La partie moyenne ne contiendra, par définition, que les termes de l’Hamiltonien où figurent les exponentielles de 

fréquences appartenant à la sous suite. Nous avons obtenu : 

                                                                                                                                                                                                                                                  

                                                         

3.1 OPÉRATEURS DE FLOQUET 

Nous avons utilisé le théorème de Floquet et la méthode des moyennes résonnantes pour réaliser les décompositions de 

Floquet pour les différents ordres d’approximation en fonction de l’intensité du champ oscillant. Les deux tableaux suivants 

illustrent les résultats obtenus : 

Tableau 1 : Les opérateurs R de Floquet 

Résultats obtenus Définitions    
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Tableau 2 : Les opérateurs T de Floquet 

Résultats obtenus  Définitions    
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U = − ��'4�������
	� + �1��� − �1�� + Z[ 2	� − �1���� − �1�� −

1
	� − �1 �4][ �'��D������ − [ 1

	� − �1 �4
− 2	� + �1���� − �1��]��'�D����� 

 

V =
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3.2 ETATS PERMANENTS DU SYSTÈME 

En utilisant les équations citées dans  la partie II.4 ; nous avons obtenu les résultats rassemblés dans le tableau suivant : 

Tableau 3 : Les états permanents du système 

|b���|〉 = ��'c��ћ M��e�|0〉 + |1〉}�&
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�	�-���-�  -

�ℏ-
� �F-�G��FH-�G��

�-���-� + ���-D��-�
��-���-�- − FH�G�

�D�� 

 �" =	−ℏ�√2 *− ��'������
� + �1�� +

+���'�D����
� − �1�� + 2���'���� + �1�+ 

 �" = −ℏ
√2

�'��� − �1 

 4" =	 ℏ-��F�G��FH�G��
�	�-D��-�  -

�ℏ-
� �F-�G��FH-�G��

�-D	��-� + ���-D��-�
��-���-�- − FH�G�

�D�� 

3.3 AIMANTATION ET SUSCEPTIBILITE MAGNETIQUE DU SYSTEME DE N PARTICULES DE SPINS 1 EN INTERACTION AVEC UN CHAMP OSCILLANT 

L’étude de l’aimantation est très importante pour comprendre les propriétés magnétiques du système, nous nous 

proposons de calculer les composantes de l’aimantation et la susceptibilité magnétique de notre système jusqu’ à l’ordre 

trois.   

3.3.1 COMPOSANTES DE L’AIMANTATION 

La valeur moyenne de l'aimantation globale, dans le cas général, d’un système physique  est définie par :  

〈s〉 = tuℏ	�=Mv�� C}          (46) 

où ρ est la matrice densité. C’est un opérateur diagonal, et donc la relation précédente prend la forme : 

〈sw〉 = tux[v��]y��[C��]y�� + [v��]y--[C��]y-- + [v��]y__[C��]y__z          (47)  

où 

[v��]{<<=〈|9��|v��||9��〉                (48) 

[C]{<<=〈|9��|C||9��〉           (49) 

Dans l'approximation des hautes températures,  nous pouvons écrire la matrice densité sous la forme suivante : 

[v��]y<< =	 �4 E1 −	 }<~�I           (50) 

Pour que  nous calculions les différents éléments de l’aimantation nous avons besoin de développer les composantes de 

l’aimantation en puissances de	��	, puis les développer sous la forme de séries de Fourier. 

3.3.2 DÉVELOPPEMENT EN PUISSANCE DE Ω1      

Cherchons les solutions sous la forme d’un développement en puissances de ω1 : 

〈s�〉 = 〈s�〉 + ��1 〈s�〉 + ���� 〈s�〉 + ⋯ .���� 〈s�〉� …..                                                                                           (51a) 

〈s±〉 = 〈s±〉 + ��1 〈s±〉 + ���� 〈s±〉 + ⋯ .���� 〈s±〉� …….                                                                                       (51b)      
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Les seuls termes dépendants du temps au second membre des expressions précédentes étant sinusoïdaux, la solution de 

ces équations en régime permanent est périodique, on peut la développer en séries de Fourier :  

〈sD〉� =	∑ 〈sD〉��� �'���             (52a) 

〈sO〉� =	∑ 〈sO〉��� �'���             (52b) 

3.3.2.1 COMPOSANTES DE L'AIMANTATION À L'ORDRE ZÉRO 

Nous les avons déduites à l’aide des relations générales de l’expression de l’aimantation aussi bien à gauche qu’à droite 

de la résonance 

〈sO〉 = 	��ℏ-411 ℏ��~�                (53a) 

D’où   〈sO〉 = 	�ℎ111             (53b) 

Ceci exprime le fait que le système de spin 1 est indépendant du champ oscillant, il est clair que la composante sO prend 

la valeur la plus stable en présence du champ statique seul. 

3.3.2.2 COMPOSANTES DE L'AIMANTATION ET SUSCEPTIBILITÉ MAGNÉTIQUE À L'ORDRE UN AMÉLIORÉ 

Nous  avons déduit la valeur moyenne de la composante de l’aimantation à l’ordre un amélioré, nous avons obtenu 

l’expression de l’aimantation transversale à cet ordre d’approximation sous la forme suivante : 

〈sD〉 = ���ℏ
��-���-� Eℏ��4~� −	ℏ-4 I M�1	����� − 		��	 ��}        (54) 

D’après ce résultat nous remarquons que la composante de l’aimantation ne dépend que du premier ordre de l’intensité 

du champ oscillant. 

Sachant que la susceptibilité magnétique peut s’écrire : 

|�� = |A�� − 	|"��               (55) 

et que la composante de l’aimantation est liée aux termes de dispersion |A�� et d’absorption		|"��par 

〈sD〉 = 	|A������� − 		|"���	 ��              (56) 

nous pouvons déduire la valeur de la susceptibilité magnétique au premier ordre amélioré en fonction de la densité du 

champ oscillant, nous avons obtenu les résultats suivants. 

Le terme de dispersion est donné par l’équation : 

|A�� = 	 ���ℏ
��-���-� Eℏ��4~� −	ℏ-4 I�1              (57) 

Le  terme d’absorption s’écrit  

|AA�� = 	 ���ℏ
��-���-� Eℏ��4~� −	ℏ-4 I�               (58) 

 La susceptibilité à l’ordre un est exprimée par l’équation :                         

|� �� = |�A� �� − 	 |�"� ��              (59) 

D’où nous avons déduit l’équation suivante :           

|� �� = ���ℏ
��-���-� Eℏ��4~� −	ℏ-4 I M�1 	− 		�}             (60) 

Nous remarquons que la susceptibilité magnétique à l’ordre un est linéaire, et prend sa valeur minimale si � tend vers 

zéro. 

 

 



Effets non linéaires dans l’interaction d’un ensemble de particules de spin 1 avec un champ oscillant dans l'expression de 
l'aimantation et de la susceptibilité magnétique 
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3.3.2.3 COMPOSANTE DE L’AIMANTATION A L’ORDRE DEUX 

A l’ordre deux, seule la composante 〈sO〉 est non nulle nous allons l’étudier en nous plaçant très loin de la résonance,  

notant par 〈sO〉11  le terme statique en ���	,	nous avons montré que la composante de l’aimantation à l’ordre deux peut 

s’exprimer  sous la forme suivante : 

〈sO〉= 〈sO〉11 g1 + ��� ` �ℏ_
4�-���-�+ ~�

�� 243 − %� + 43� − �
4 43� − %�am                                                                (61) 

L’existence du terme en ��� explique que la non linéarité de〈sO〉 ne peut être considérée comme la conséquence des 

transitions entre états stationnaires puisque nous sommes en dehors de la résonance		�1 = 3�. 

3.3.2.4 AIMANTATIONS ET SUSCEPTIBILITE MAGNETIQUE A L’ORDRE TROIS 

A l’ordre trois, seule la composante〈sD〉 est non nulle, après un calcul analytique nous avons obtenu la composante de 

l’aimantation à cet ordre d’approximation sous la forme : 

〈sD〉 = Nγℏ	 ]ω� g` ℏ_4��− ℏ-
4 a E �D���-���- e��� − �����-���- e����Im + ω�4 n� �ℏ_��4��-���	- ������ + ℏ���4�� � �H-����

���-���	- ��D��� +
�H����

P��-���	- ������-� + ℏ��� ��-���	- ��D���¡ e��� � �ℏ_��4��-���	- ��D��� + � �H-����
���-���	- ������ + �H����

P��-���	- ������-� 	+
ℏ��� ���-���	- ������¡ e���� + � ℏ����H����

�����D��������- − ℏ��� ���-���	- ������¡ e�4�� + ` ℏ����H����
��������������- − ℏ��� ��D���a e��4��p^    (62) 

La susceptibilité magnétique à cet ordre d’approximation est donnée par 

|4�� = |��� + ��� |4���                                                                                                                                             (63) 

Nous  avons obtenu le coefficient de dispersions à l’ordre trois, il est tel que 

|4A �� = |�A �� + ��� |4A ���                                                                                                                                           (64a)    

avec          

|4A ��� = ℏ����H����
�����D��������- − ℏ��� ���-���	- ������                                                                                                       (64b) 

Nous avons déduit le coefficient d’absorption à cet ordre d’approximation comme étant 

|4"�� 	= |�"�� + ��� |4"���                                                                                                                                           (64c)   

avec          

|4AA��� = ℏ���H����
�����D��������- − ℏ��

 ���-���	- ������                                                                                                         (65) 

Ce résultat met en évidence la non linéarité qui est apparue dans la formule générale de la susceptibilité magnétique à 

cet ordre d’approximation, ceci traduit qu’on a une différence de population dans les transitions entre les états stationnaires. 

En conclusion, l’effet linéaire est dû au niveau de transition du photon. En outre, l’augmentation du temps de relaxation, 

peut améliorer cet effet ; nous avons montré aussi que la non linéarité dépend de la température, et d’autres paramètres 

tels que la structure du matériau. 

Nous avons abordé l’étude d’un exemple simple où il est possible, sans trop de complications, de pousser les calculs à des 

ordres supérieurs.  Nous avons mis, ainsi, en évidence des effets « non linéaires » intéressants : effets de saturation et 

susceptibilité non linéaire. 

4 CONCLUSION 

Dans cette article, nous avons appliqué le théorème de Floquet et la méthode des moyennes résonantes au traitement de 

quelques effets qui se produisent lors de l’interaction entre un système de N particules de spin 1 et un champ oscillant 

périodique. 
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En conclusion, l’effet linéaire est dû au niveau de transition du photon. En outre, l’augmentation du temps de relaxation, 

peut améliorer cet effet ; nous avons montré aussi que la non linéarité dépend de la température, et d’autres paramètres 

tels que la structure du matériau [18]. 

Nous avons abordé l’étude d’un exemple simple où il est possible, sans trop de complications, de pousser les calculs à des 

ordres supérieurs.  Nous avons mis ainsi en évidence des effets « non linéaires » intéressants : effets de saturation et 

susceptibilité non linéaire. 

Certains des effets que nous avons décrits font actuellement l’objet de nombreux travaux, et de nouvelles branches de 

recherche sont ainsi apparues : électronique quantique, optique non linéaire et informatique quantique. 
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