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ABSTRACT: Soit une paire d’espaces topologiques (�, ��)	��		
, ���. Une fonction �: � → 
	���	����	��������	��	���� 

chaque sous-ensemble ouvert � ⊂ 
, ������ est un ouvert de X. 

Soient X un espace d’Alexandroff fini et une application �: � → �. Dans cet article nous intéressons à la continuité de �	à 

chaque point de X relativement aux différentes topologies distinctes définies sur X. 

Cet exercice  nous permet de décrire un algorithme  de continuité d’une application � définie sur espace d’Alexandroff fini X. 

KEYWORDS: Espace d’Alexandroff, base irréductible, fonction continue, algorithme.  

1 INTRODUCTION 

Soient X et Y deux espaces d’Alexandroff finis et une application �: � → 
.	L’application � est continue si et seulement si 

�(!")⊂	!′" pour tout �′ ∈ 
 et pout tout � ∈ � tel que �(�) = �&. Les !" sont les éléments de la base irréductible de 

l’espace d’Alexandroff X et les !′" sont les éléments de la base irréductible de l’espace d’Alexandroff 
. 
Ce résultat capital permet d’examiner successivement la continuité d’une application �	définie sur un espace 

d’Alexandroff  fini vers lui-même (�	: � → �). 
'(��	�����è��*���	����	��	���+��	�&,(�-+����ff	fini	�	à 3 éléments sur lequel nous définissons 9 topologies 

distinctes et 27 applications différentes pour lesquelles nous examinons la continuité relativement à chacune de ces 9 

topologies. 

Ce long exercice nous permet de décrire un algorithme de continuité d’une application �: � → �.	 

2 PRÉLIMINAIRES SUR LES ESPACES D’ALEXANDROFF �2�, �3�, �4� 

2.1 DÉFINITION�4� 

Soit X un ensemble non vide et � une topologie sur X. � est une topologie d’Alexandroff ou l’espace topologique (X,	�) 

est un espace d’Alexandroff lorsque toute intersection d’une famille (finie ou infinie) d’ouverts de (X,	�) est un ouvert de 

(X,	�). 
Par conséquent toute réunion (finie ou infinie) d’une famille des fermés de (X,	�) est un fermé de (X,	�). 

2.2 DÉFINITION 

Soit � une topologie d’Alexandroff sur l’ensemble X. Soit �∗ l’ensemble des fermés de (X,	�)	�&���	à	���� �∗ =
6� ⊂ �: �/� ∈ �8. 

Si �∗ forme une topologie sur X, �∗ est appelé dans ce cas la co-topologie de �. 
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2.3 EXEMPLES 

1. Les espaces topologiques discrètes et les espaces topologiques finis sont des espaces d’Alexandroff.	�4� 
2. Soit X = 6+, 9, �, �8. Considérons la topologie  � = 6∅, 6+8, �8  
L’ensemble des fermées de cette topologie est �∗ = 6∅, 6+, �, �8, �8  qui est aussi une topologie sur X, donc une co-

topologie de �. 

2.4 THÉORÈME 

Soit � est une topologie sur X. Alors � est une topologie d’Alexandroff si et seulement si � admet une co-topologie sur X. 

Preuve 

Si � 
est une topologie d’Alexandroff  sur � 

et �*
 =  6S	c	X: X\S ∈ 	�8 est l’ensemble des fermés de (X,	�), on a clairement 

que ∅ ∈ �*,
 � ∈ �*

 par définition de ∅ ∈ �*
. Si A, B ∈ ∅ ∈ �* 

, alors  X\A ∈ 	� et X\B ∈ 	�. D’où (X\A) ∪ (X\B) = X(A ∩ C) ∈ � 

(car �est une topologie, c’est-à-dire que A∩ C	 ∈ 	�*
. 

De même si ,∝ ∈ �*
 ∀F	 ∈ 	Γ, alors X\,H ∈ �	∀I	Γ 

Comme � 
est une topologie d’Alexandroff sur X, il suit que ∩ {X\,H	: ∝	∈ Γ} = X\(⋃ ,H

	
∝	∈K	 ) appartient à �. Ceci montre 

que U{	,∝/∝∈ Γ	}∈ �*
  Ainsi �* 

est une topologie sur  X 

Réciproquement, supposons que � admette une co-topologie �*
. Montrons que � 

est une topologie d’Alexandroff. 

Soit {Vi : i	∈ I} une famille d’ouverts dans (X, �), il faut montrer que ∩ 6LM: � ∈ N8 est un ouvert dans (X,�), c’est-à-dire que 

son complémentaire est fermé. 

Par les lois de DeMorgan on a : X\(∩ 6LM ∶ �	 ∈ N8) = ⋃(�\ ) ∈ �*
car chaque X\LM 	 ∈ �*

, �* 
étant une topologie par 

hypothèse. 

D’où X\(∩ 6LM ∶ �	 ∈ N8) est un fermé dans (X,	�) et ainsi ∩ 6LM ∶ �	 ∈ N8 est un ouvert dans (X,	�). Ceci montre que	� est une 

topologie d’Alexandroff. 

2.5 DÉFINITION 

Soit (X,	�) un espace d’Alexandroff fini.  

Pour tout élément p dans X, on pose !" =∩ 6L ⊂ �: L	���	��	��P���	��	�	��	�	 ∈ L8. 
En  d’autres termes !" est le plus petit (au sens de l’inclusion ensembliste) ouvert contenant p. 

La famille ℬ = R!": �	 ∈ �S s’appelle base irréductible de X.  

Cette famille joue un rôle capital dans les espaces d’Alexadroff.  

2.6 PROPOSITION�6� 

Tout espace d’Alexandroff fini possède une base irréductible. 

2.7 EXEMPLE 

Soit X = 6+, 9, �8	��	� = R∅, 6+8, 6+, �8, 6+, 9, �8S une topologie d’Alexandroff sur X. Alors ℬ = 6!I , !U , !V8	�ù	!I =
6+8, !U = 6+, 9, �8 et !V = 6+, �8, est la base irréductible l’espace d’Alexandroff (X,	�) 

3 CONTINUITÉ DANS LES ESPACES D’ALEXANDROFF FINIS 

3.1 DÉFINITION  

Soit une paire d’espaces topologiques (X,��)	��		
, ���.		 
Une fonction �: X → Y	est	dite	continue	si	et	seulement	si	pour	chaque	ouvert	S	de	Y, f���S� est un ouvert de X. 
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La continuité des fonctions définies entre les espaces d’Alexandroff s’exprime en fonction des éléments !"  de sa base 

irréductible comme le démontrent les trois résultats suivants. 

3.2 THÉORÈME  

Soient X et Y des espaces d’Alexandroff finis et f : X→ 
 une application. Alors � est continue sur X si et seulement si 

�(!") ⊂ !g(") pour tout p∈ �. 
Preuve 

Supposons d’abord �	��������	��	����	� ∈ �. Comme �(�) ∈ !g(") et	!g(") est un voisinage de �(�)�+��	
,	 par la 

continuité de �	+�	�����	�, �(	�-����	L	��	��P��� de X tel que p∈ L	��	�(L) ⊂ 	!g(") Alors !" ⊂ L	���(!") ⊂ �(L) ⊂
!g(")	donnent l’inclusion�(!") 	⊂ !g(")  

Réciproquement supposons que pour tout � ∈ �, �(!") ⊂ !g("). Fixons p∈ � et montrons que �	��� continue en p. 

Soit h un voisinage ouvert de �(�)�+��	
. i(+���*��� 

!g(") ⊂ h	��	�+�	ℎk���ℎè��	�	!"� ⊂ !g(").  
D’où �	!"� ⊂ !g(") ⊂ l. Comme !" est un voisinage de p dans X tel que �	!"� est contenu dans W, on conclut que 

�	���	��������	+�	�����	�. 

3.3 COROLLAIRE 

Une application �: � → 
�����	���-	���+���	�&,(�-+����ff	�	��	
	 est continue si et seulement si �	!"� ⊂ !"& pour 

tout �	 ∈ �	��	�′ ∈ 
 tel que �(�) = �&. 

3.4 THÉORÈME  

Soient X et Y deux espaces d’Alexandroff et �: � → 
 une bijection. Alors �	���	�� homéomorphisme si et seulement si 

�	!"� = !g("), ����  tout �	 ∈ � c’est-à-dire !" = ���(!g("))	����	����	�	 ∈ �. 
Preuve 

Supposons que �	!"� = !g("). Comme �	!"� ⊂ !g(")∀	� ∈ �,	 par le théorème 3.2 f est continue. 

Pour la continuité de ���	:
 → �. ����	k ∈ 
	+(���	�(	�-����	� ∈ � unique k = �(�) c’est-à-dire que � = ���	(k). D’où  

	���	(!�)=	���	(!g(")) =���(�	!"�) = !" = !g(m)
.  

Donc ���(!�) ⊂ 	!gno(p) 	∀k = �(�) ∈ 
, ��	q�� montre que ��� est continue d’après le théorème 3.2. 

Ainsi �	��	���	���� continues, d’où f est un homéomorphisme. Réciproquement, supposons que f est un 

homéomorphisme et soit � ∈ �. Il existe un unique y dans Y tel que y = �(�), c’est-à-dire  que p=���(k). 
Par la continuité de ��� on a ���(!�) 	⊂ 	!gno  

D’où �	!"� ⊂ 	!g(") = !�= � r���	!��s ⊂ �	!gno(�)� = �	!"�; �� qui montre l’égalité �	!"� = 	!g(") 

4 ALGORITHME DE CONTINUITÉ SUR LES ESPACES D’ALEXANDROFF  FINIS X À N ÉLÉMENT 

Pour établir cet algorithme nous travaillons avec un espace d’Alexandroff fini X à 3 éléments sur lequel il est défini 9 

topologies distinctes �4� et 27 applications différentes définies de X dans lui-même.  

On étudie la continuité de chaque application relativement aux 9 topologies définies sur X. 

4.1 TOPOLOGIES DÉFINIES SUR UN ENSEMBLE FINI X À 3 ÉLÉMENTS�4� 

Soit un ensemble fini X à 3 éléments, X = 6+, 9, �8. Les familles suivantes sont des topologies distinctes définies sur X. 

-1 

 

(y) 
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{ }X,1 φτ =  

{ }{ }Xa ,,2 φτ =  

{ }{ }Xba ,,,3 φτ =  

{ } { }{ }Xbaa ,,,,4 φτ =  

{ } { }{ }Xcba ,,,,5 φτ =  

{ } { } { }{ }Xbaba ,,,,,6 φτ =  

{ } { } { }{ }Xcabaa ,,,,,,7 φτ =  

{ } { } { } { }{ }Xcbbaba ,,,,,,,8 φτ =  

{ } { } { } { } { } { }{ }Xcbcabacba ,,,,,,,,,,9 φτ =  

Les espaces  (�, �M) avec � = 1,2, … ,9	sont des espaces topologiques finis donc d’après 2.3 des espaces d’Alexandroff 

admettant chacun une base irréductible. 

Les bases irréductibles pour les 9 topologies sont : 

ℬ� = 6!I , !U , !V8	�ù	!I = !U = !V=6+, 9, �8 pour la topologie �� 

ℬz = 6!I , !U , !V8	�ù	!I = 6+8	��	!U=!V =	 6+, 9, �8 pour �z 

ℬ{ = 6!I , !U , !V8	�ù	!I = !U=6+, 98��	!V =	 6+, 9, �8 pour �{ 

ℬ| = 6!I , !U , !V8	�ù	!I = 6+8, !U=6+, 98	��	!V =	 6+, 9, �8 pour �| 

ℬ} = 6!I , !U , !V8	�ù	!I = 6+8	��		!U=!V =	 69, �8	pour �} 

ℬ~ = 6!I , !U , !V8	�ù	!I = 6+8, !U=698	��	!V =	6+, 9, �8	pour �~ 

ℬ� = 6!I , !U , !V8	�ù	!I = 6+8, !U=6+, 98	��	!V =	 6+, �8	pour �� 

ℬ� = 6!I , !U , !V8	�ù	!I = 6+8, !U=698	��	!V =	69, �8	pour �� 

ℬ� = 6!I, !U , !V8	�ù	!I = 6+8, !U=698	��	!V =	 6�8	pour �� 

4.2 LES DIFFÉRENTES APPLICATIONS DÉFINIES DE X= 6�, �, �8	����	���	�Ê�� 

Puisque X a 3 éléments, il y a 27 (3{) applications de X vers X. Ces applications sont les suivantes : 
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4.3 CONTINUITÉ DE CES  27 APPLICATIONS DÉFINIES DE X DANS X RELATIVEMENT AUX 9 TOPOLOGIES DÉFINIES SUR X = 6�, �, �8 
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Pour établir la continuité de chaque application nous utilisons le théorème 3.2. C’est-à-dire pour tout � = 1,2, … ,27	�M  est 

continue sur X si et seulement si �M(!") ⊂ !g�(") pour tout ' ∈ �. 
Dans cet article nous avons étudié la continuité de 4 applications ��, �{, �}	��	�z� que nous avons choisies au hasard. 

4.3.1 CONTINUITÉ DE 1f  PAR RAPPORT AUX 9 TOPOLOGIES 

 

1) Continuité de f1 par rapport à τ1 

{ } { } XUUUoùXcbaX cba ===== ,,,, 1 φτ  

( ) [ ] [ ] aencontinufUXXfUfXUUetaaf afaaaf 1; )(11)(1 11
⇒⊂=====

( ) [ ] [ ] bencontinufbfUXXfbUfXbUbfUetbbf 1)(111;)(11 ⇒⊂=====

( ) [ ] [ ] cencontinufcfUXXfcUfXcUcfUetccf 1)(111;)(11 ⇒⊂=====  

Donc f 1 est continu sur X relativement à τ1  car il est continu en tout élément de X.          

2) Continuité de f1 par rapport à  

τ2 { }{ }Xa ,,φ=  { } XUUetaUoù cba ===  

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) [ ] [ ] ( )

( ) ( ) [ ] [ ] ( ) cencontinufUXXfUfXUUetccf

bencontinufUXXfUfXUUetbbf

aencontinufUaafUfaUUetaaf

cfcccf

bfbbbf

afaaaf

1111

1111

111)(1

11

11

11

;

;

,

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

 
Donc 1f  est continu sur X relativement à τ2 car il est continu en tout élément de X. 

3) Continuité de f1 par rapport à  

τ3 { }{ }Xba ,,,φ= où { } XUetbaUU cba === ,

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) ( )

( ) ( ) [ ] [ ] ( ) cencontinufUXXfUfXUUetccf

bencontinufUbabafUfbaUUetbbf

aencontinufUbabafUfbaUUetaaf

cfcccf

bfbbbf

afaaaf

1111

111)(1

1111

11

11

11

;

,,;,

,,;,

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 1f  est continu sur X relativement à τ3 car il est continu en tout élément de X. 

 

4) Continuité de f1 par rapport à  
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τ4 = { } { }{ } oùXbaa ,,,,φ { } { } XUetbaUaU cba === ,,   

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) [ ] [ ] cencontinuf
cf

UXXfcUfXcUcfUetccf

bencontinufbfUbabafbUfbabUbfUetbbf

aencontinufafUaafaUfaaUafUetaaf

1
1

11;
11

1
1

,,11;,)(11

1
1

11;
11

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====




























 

Donc 1f  est continu sur X relativement à τ4 car il est continu en tout élément de X. 

5) Continuité de f1 par rapport à  

τ5= { }{ }{ } oùXbaa ,,,,φ { } { }cbUUetaU cba ,===   

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } cencontinuf
cf

UcbcbfcUfcbcUcfUetccf

bencontinufbfUcbcbfbUfcbbUbfUetbbf

aencontinufafUaafaUfaaUafUetaaf

1
1

,,11;,
11

1
1

,,11;,)(11

1
1

11;
11

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====




























 

Donc 1f  est continu sur X relativement à τ5 car il est continu en tout élément de X. 

6) Continuité de f1 par rapport à  

τ6 = { }{ }{ } oùXbaa ,,,,φ { } { } XUetbUetaU cb ===1   

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) [ ] [ ] cencontinuf
cf

UXXfcUfXcUofUetccf

bencontinufbfUbbfbUfbbUbfUetbbf

aencontinufafUaafaUfaaUafUetaaf

1
1

11;
11

1
1

31;)(11

1
1

11;
11

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====




























 

Donc 1f  est continu sur X relativement à τ6 car il est continu en tout élément de X. 

7) Continuité de f1 par rapport à  

τ7 { } { } { }{ } { } { } { }cacUetbabUetaaUoùXcabaa ,,,,,,,, ==== φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } cencontinuf
cf

UcacafcUfcacUcfUetccf

bencontinufbfUbabafUfbabUbfUetbbf

aencontinufafUaafaUfaaUafUetaaf

1
1

,,11;,
11

1
1

,,321;,)(11

1
1

11;
11

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====




























  

Donc 1f  est continu sur X relativement à τ7 car il est continu en tout élément de X. 

8) Continuité de f1 par rapport à  

τ8 { } { } { } { }{ } { } { } { }cacUetbbUetaaUoùXcbbaba ,,,,,,,, ==== φ    
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( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } cencontinuf
cf

UcbcbfcUfcbcUcfUetccf

bencontinufbfUbbfbUfbbUbfUetbbf

aencontinufafUaafaUfaaUafUetaaf

1
1

,,11;,
11

1
1

31;)(11

1
1

11;
11

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====




























 

Donc 1f  est continu sur X relativement à τ8 car il est continu en tout élément de X. 

9) Continuité de f1 par rapport à  

τ { } { } { } { } { } { }{ } { } { } { }ccUetbbUetaaUoùXcbcabacba ==== ,,,,,,,,,,φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } cencontinuf
cf

UccfcUfccUcfUetccf

bencontinufbfUbbfbUfbbUbfUetbbf

aencontinufafUaafaUfaaUafUetaaf

1
1

11;
11

1
1

11;)(11

1
1

11;
11

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====




























 

Donc 1f  est continu sur X relativement à τ9 car il est continu en tout élément de X.  

Conclusion : L’application 1f  est continue sur X relativement aux topologies 987654321 ,,,,,,, τττττττττ et définies sur X 

4.3.2 CONTINUITÉ DE 3f  PAR RAPPORT AUX 9 TOPOLOGIES 

 

1) Continuité de f3 par rapport à τ1 { } XUUUoùX cba ==== ,φ  

( ) ( ) [ ] [ ] { } ( )

( ) [ ] [ ] { } ( )

( ) ( ) [ ] [ ] { } ( ) cencontinufUbaXfUfXUUetacf

bencontinufUbaXfUfXUUetbbf

aencontinufUbaXfUfXUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

,;

,;

,;

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 3f  est continu sur X relativement à τ1 car il est continu en tout élément de X. 

2) Continuité de f3 par rapport à  

τ2 { }{ } { } XUUaUoùXa cba ==== ,,,φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) [ ] [ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] [ ] { } ( ) cencontinunonfUbaXfUfaUUetacf

bencontinufUbaXfUfXUUetbbf

aencontinufUaafUfaUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

,;

,;

;

⇒⊄=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 3f  n’est pas continu sur X relativement à τ2 car il est non continu c. 
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3) Continuité de f3 par rapport à  

τ3 { }{ } { } XUetUbaUoùXba cba ==== ,,,,φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] [ ] { } ( ) cencontinufUbaXfUfbaUUetacf

bencontinufUbabafUfbaUUetbbf

aencontinufUbabafUfbaUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

,;,

,,;,

,,;,

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 3f  est continu sur X relativement à τ3 car il est continu en tout élément de X. 

 4)Continuité de f3 par rapport à  

τ4 { } { }{ } { } { } XUetbaUaUoùXbaa cba ==== ,,,,,,φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] [ ] { } { } ( ) cencontinunonfUabaXfUfaUUetacf

bencontinufUbabafUfbaUUetbbf

aencontinufUaafUfaUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

,;

,,;,

;

⇒=⊄=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 3f  n’est pas continu sur X relativement à τ4 car il est non continu en c. 

5)Continuité de f3 par rapport à  

τ5 { } { }{ } { } { }cbUUaUoùXcba cba ,,,,,, ==== φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } { } ( ) cencontinunonfUabacbfUfaUUetacf

bencontinunonfUcbbacbfUfcbUUetbbf

aencontinufUaafUfaUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

,,;

,,,;,

;

⇒=⊄=====

⇒=⊄=====

⇒⊂=====

 

Donc 3f  n’est pas continu sur X relativement à τ5 car il est non continu en b et c. 

6) Continuité de f3 par rapport à  

τ6 { } { } { }{ } { } { } XUetbUaUoùXbaba cba ==== ,,,,,,φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] [ ] { } { } ( ) cencontinunonfUabaXfUfaUUetacf

bencontinufUbbfUfbUUetbbf

aencontinufUaafUfaUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

,;

;

;

⇒=⊄=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 3f  non continu sur X car il est non continu en c. 

7) Continuité de f3 par rapport à  

τ7 { } { } { }{ } { } { } { }caUetbaUaUXcabaa cba ,,,,,,,,,, ==== φ
 

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) cencontinufUacafUfaUUetacf

bencontinufUbabafUfbaUUetbbf

aencontinufUaafUfaUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

,;

,,;,

;

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====
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Donc 3f  est continu sur X relativement à τ7 car il est continu en tout élément de X. 

8) Continuité de f3 par rapport à  

τ8 { } { } { } { }{ } { } { } { }cbUetbUaUXcbbaba cba ,,,,,,,,,, ==== φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) cencontinunonfUbacbfUfaUUetacf

bencontinufUbbfUfbUUetbbf

aencontinufUaafUfaUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

,,;

;

;

⇒⊄=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 3f  n’est pas continu sur X relativement à τ8 car il est non continu en c. 

9) Continuité de f3 par rapport à  

τ9 { } { } { } { } { }{ } { } { } { }cUetbUaUoùXcbbacba cba ==== ,,,,,,,,,φ
 

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) cencontinufUacfUfaUUetacf

bencontinufUbbfUfbUUetbbf

aencontinufUaafUfaUUetaaf

cfcacf

bfbbbf

afaaaf

3333

333)(3

3333

33

33

33

;

;

;

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 3f est continu sur X relativement à τ9 car il est continu en tout élément à X. 

Conclusion : L’application 3f  est continue sur X relativement aux topologies 
9731 ,, ττττ et . Elle est non continue sur X 

par rapport à 
86542 ,,, τττττ et  

4.3.3 CONTINUITÉ DE 5f PAR RAPPORT AUX 9 TOPOLOGIES DÉFINIES SUR { }cbaX ,,=  

 

1) Continuité de f5 par rapport à τ1 { } XUUUoùX cba ==== ,φ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) XUUUUetacfbfaf acfbfaf =======
555555  

[ ] [ ] [ ] [ ] { } XaXUfUfUf cba ⊂==== 555  

Donc 5f est continu en a, b et c, donc il est continu sur X relativement à τ1. 

2) Continuité de f5 par rapport à  

τ2 { }{ } { } XUUetaUoùXa cba ==== ,,φ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }aUUUUetacfbfaf acfbfaf =======
555555  

[ ] { }[ ] { } ( )

[ ] [ ] { } ( )

[ ] [ ] { } ( ) cencontinufUaXfUf

bencontinufUaXfUf

aencontinufUaafUf

cfc

bfb

afa

555

555

555

5

5

5

⇒⊂==

⇒⊂==

⇒⊂==
  

Donc 5f  est continu sur X relativement à τ2 car il est continu en tout élément de X. 
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3) Continuité de f5 par rapport à  

τ3 { }{ } { } XUetUbaUoùXba cba ==== ,,,,φ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }baUUUUetacfbfaf acfbfaf ,
555555 =======  

[ ] { }[ ] { } ( )

[ ] { }[ ] { } ( )

[ ] [ ] { } ( ) cencontinufUaXfUf

bencontinufUabafUf

aencontinufUabafUf

cfc

bfb

afa

555

555

555

5

5

5

,

,

⇒⊂==

⇒⊂==

⇒⊂==
  

Donc 5f  est continu sur X relativement à τ3 car il est continu en tout élément de X. 

4) Continuité de f5 par rapport à  

τ4 { } { }{ } { } { } XUetbaUaUoùXbaa cba ==== ,,,,,,φ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { } acfbfaf UaUUUetacfbfaf =======
555555  

[ ] { }[ ] { } ( )

[ ] { }[ ] { } ( )

[ ] [ ] { } ( ) cencontinufUaXfUf

bencontinufUabafUf

aencontinufUaafUf

cfc

bfb

afa

555

555

555

5

5

5

,

⇒⊂==

⇒⊂==

⇒⊂==
  

Donc 5f  est continu sur X relativement à τ4 car il est continu en tout élément de X. 

5) Continuité de f5 par rapport à  

τ5 { } { }{ } { } { }cbUUaUoùXcba cba ,,,,,, ==== φ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }aUUUUetacfbfaf acfbfaf =======
555555  

[ ] { }[ ] { } ( )

[ ] { }[ ] { } ( )

[ ] { }[ ] { } ( ) cencontinufUacbfUf

bencontinufUacbfUf

aencontinufUaafUf

cfc

bfb

afa

555

555

555

5

5

5

,

,

⇒⊂==

⇒⊂==

⇒⊂==
  

Donc 5f  est continu sur X relativement à τ5 car il est continu en tout élément de X. 

6) Continuité de f5 par rapport à  

τ6 { } { } { }{ } { } { } XUetbUaUoùXbaba cba ==== ,,,,,,φ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }aUUUUetacfbfaf acfbfaf =======
555555  

 

 Donc 5f  est continu sur X relativement à τ6 car il est continu en tout élément de X. 

7) Continuité de f5 par rapport à  

τ7 { } { } { }{ } { } { } { }caUetbaUaUoùXcabaa cba ,,,,,,,,, ==== φ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }aUUUUetacfbfaf acfbfaf =======
555555  

[ ] { }[ ] { } [ ] [ ]
[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( ) cencontinufUUf

bencontinufUUf

aencontinufUUf

UfUfaafUf

cfc

bfb

afa

cba

55

55

55

5555

5

5

5

⇒⊂

⇒⊂

⇒⊂
====

  

Donc 5f  est continu sur X relativement à τ7 car il est continu en tout élément de X. 
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8) Continuité de f5 par rapport à  

τ8 { } { } { } { }{ } { } { } { }cbUetbUaUoùXcbbaba cba ,,,,,,,,, ==== φ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }aUUUUetacfbfaf acfbfaf =======
555555  

[ ] [ ] [ ] { } ( ) ( ) ( )cfbfafcba UUUaUfUfUf
555555 ======  

Donc 5f  est continu sur X relativement à τ8 car il est continu en tout élément. 

9) Continuité de f5 par rapport à  

τ9 { } { } { } { } { } { }{ } { } { } { }cUetbUaUoùXcbcabacba cba ==== ,,,,,,,,,,,φ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }aUUUUetacfbfaf acfbfaf =======
555555  

[ ] [ ] [ ] { } ( ) ( ) ( )cfbfafcba UUUaUfUfUf
555555 ======  

Donc 5f  est continu sur X relativement à τ9 car il est continu en tout élément. 

Conclusion : L’application 5f  est continue sur  X par rapport aux 9 topologies. Il en est de même des applications 

constantes 6f  et 12f . 

4.3.4 CONTINUITÉ DE   20f RELATIVEMENT AUX 9 TOPOLOGIES DÉFINIES SUR { }cbaX ,,=  

 

1) Continuité de f20 relativement à  

τ1 { } XUUUoùX bba ==== ,φ  

( ) ( ) [ ] [ ] { } ( )

( ) [ ] [ ] { } ( )

( ) ( ) [ ] [ ] { } ( ) cencontinufUbaXfUfXUUetbcf

bencontinufUbaXfUfXUUetabf

aencontinufUbaXfUfXUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

,;

,;

,;

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

 
Donc 20f  est continu sur X relativement à τ1 car il est continu en tout élément de X. 

2) Continuité de f20 relativement à  

τ2 { }{ } { } XUUetaUoùXa cba ==== ,,φ  

( ) ( ) [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] [ ] { } ( )

( ) ( ) [ ] [ ] { } ( ) cencontinufUbaXfUfXUUetbcf

bencontinunonfUbaXfUfaUUetabf

aencontinufUbafUfXUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

,;

,;

;

⇒⊂=====

⇒⊄=====

⇒⊂=====

 
Donc 20f  n’est pas continu sur X relativement à τ2 car il est non continu en b. 
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3) Continuité de f20 relativement à  

τ3 { }{ } { } XUetbaUUoùXba cba ==== ,,,,φ
 

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] [ ] { } ( ) cencontinufUbaXfUfbaUUetbcf

bencontinufUbabafUfbaUUetabf

aencontinufUbabafUfbaUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

,;,

,,;,

,,;,

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

 
Donc 20f est continu sur X relativement à τ3 car il est continu sur tout élément de X. 

4) Continuité de f20 relativement à  

τ4 { } { }{ } { } { } XUetbaUaUoùXbaa cba ==== ,,,,,,φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] [ ] { } ( ) cencontinufUbaXfUfbaUUetbcf

bencontinunonfUbabafUfaUUetabf

aencontinufUbafUfbaUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

,;,

,,;

;,

⇒⊂=====

⇒⊄=====

⇒⊂=====

  

Donc f20  n’est pas continue sur X relativement à τ4  car il est non continu en b. 

5) Continuité de f20 relativement à  

τ5 { } { }{ } { } { }cbUUetaUoùXcba cba ,,,,, ==== φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) cencontinunonfUbacbfUfcbUUetbcf

bencontinunonfUbacbfUfaUUetabf

aencontinufUbafUfcbUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

,,;,

,,;

;,

⇒⊄=====

⇒⊄=====

⇒⊂=====

 
Donc 20f  n’est pas continu sur X relativement à τ5 car il est non continu en b. 

6) Continuité de f20 relativement à  

τ6 { } { } { }{ } { } { } XUetbUaUoùXbaba cba ==== ,,,,,φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] [ ] { } ( ) cencontinunonfUbaXfUfbUUetbcf

bencontinufUabfUfaUUetabf

aencontinufUbafUfbUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

,;

;

;

⇒⊄=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

 
Donc 20f  n’est pas continu sur X relativement à τ6 car il est non continu en c. 

7) Continuité de f20 relativement à  

τ7 { } { } { }{ } { } { } { }caUetbaUaUoùXcabaa cba ,,,,,,,, ==== φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) cencontinufUbcafUfbaUUetbcf

bencontinunonfUbabafUfaUUetabf

aencontinufUbafUfbaUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

,;,

,,;

;,

⇒⊂=====

⇒⊄=====

⇒⊂=====
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Donc 20f  n’est pas continu sur X relativement à τ7 car il est non continu en b. 

8) Continuité de f20 relativement à  

τ8 { } { } { } { }{ } { } { } { }cbUetbUaUoùXcbbaba cba ,,,,,,,, ==== φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) cencontinunonfUbacbfUfbUUetbcf

bencontinufUabfUfaUUetabf

aencontinufUbafUfbUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

,,;

;

;

⇒⊄=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

 
Donc 20f  n’est pas continu sur X relativement à τ8 car il est non continu en c. 

9) Continuité de f20 relativement à  

τ9 { } { } { } { } { } { }{ } { } { } { }cUetbUaUoùXcbcabacba cba ==== ,,,,,,,,,,,φ  

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) { } [ ] { }[ ] { } ( )

( ) ( ) { } [ ] { }[ ] { } ( ) cencontinufUbcfUfbUUetbcf

bencontinufUabfUfaUUetabf

aencontinufUbafUfbUUetbaf

cfcbcf

bfbabf

afabaf

20202020

202020)(20

20202020

2020

2020

2020

;

;

;

⇒⊂=====

⇒⊂=====

⇒⊂=====

  

Donc 20f est continu sur X relativement à τ9 car il est continu en tout élément de X. 

Conclusion : l’application 20f est  continue sur X relativement aux topologies τ1 ,τ3 et τ9 . Elle   n’est pas continue sur X par 

rapport aux topologies τ2 , τ4 ,τ5 ,τ6 , τ7 et τ8 .    

Il résulte de cet exercice une suite finie d’étapes réalisables pour établir la continuité d’une application définie sur un 

espace d’Alexandroff fini. 

Ce long exercice nous permet de décrire au point 4.4 un algorithme de continuité d’une application définie sur un espace 

d’Alexandroff fini. 

4.4 ALGORITHME DE CONTINUITÉ SUR L’ESPACE D’ALEXANDROFF FINI X 

Pour établir la continuité d’une application définie sur un espace d’Alexandroff fini nous appliquerons l’algorithme 

suivant.    

ALGORITHME 

1. Début 

2. Initialisation 

  -�  «» �(-�)  «»   ��  «»   P� «»   !-� «»    �(!-�)  «»   !�(-�) «»   l�  «» 

  -�	 «» �(-�)  «»   ��  «»   P� «»   !-�  «»   �(!-�)  «»   !�(-�) «»   l�  «» 

  ⋮	  ⋮       ⋮      ⋮     ⋮               ⋮              ⋮                    ⋮ 
  -� «» �(-�) «»   ��  «»   P" «»   !-� «»    �(!-�) «»   !�(-�) «»   l�   «» 

i  0 C «» j  0 k  0 l  0 s  0 t  0 

 

3. Lire  

-�, -�, ⋯ ,	-� 

  �(-�),	�(-�),⋯ ,	�(-�) 

��, ��, ⋯ ,	�� 
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4. Pour i allant de 0 à n 

‘Détermination de f(U-M) 
‘Détermination de Uf(-M) 
Si f(U-M)	⊂  Uf(-M) alors 

 C=C+ « »+-M  
 Ecrire (« la fonction est continue au point »  ;	-M   ) 
Sinon  

 Ecrire (« la fonction est discontinue au point »  ;	-M   ) 
Fin si 

i=i+1 

 Fin pour 

5. Ecrire (« la fonction est continue au(x) point(s) »  ;C  ) 

6. Fin 

Détermination de f(U��)   

1. Début 

Pour j allant de 0 à m 

 Si -M   ∈ ��  alors 

  P� ← �� 

  k=k+1 

 Fin si 

 j=j+1 

Fin pour 

!-M ← ⋂ P�
"
��� 		  

 

Pour s allant de 0 à n 

 Si -� ∈ !-M  alors 

  Si �(-�) 	∉ �(!-M) alors 

   �(!-M) = �(!-M)+ « , »+	�(-�) 

  Fin si 

 Fin si 

 s=s+1 

Fin pour 

 Fin 

 

Détermination de Uf(��) 
1. Début 

Pour t allant de 0 à m 

 Si �(-M) ∈ �  alors  

  l¡ ← �  

  l=l+1 

 Fin si 

 t=t+1 

Fin pour 

!�(-M) ← ⋂ l¡
�
¡��    

Fin 
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ANALYSE ET DESCRIPTION DE L’ALGORITHME 

Vérification de l’algorithme : 

Considérons un ensemble X= {a,b,c}, une topologie �={ ∅,{a} ,{a,b} ,X}} ainsi qu’une application définie comme suit : 

f : X
																																¢£££££££££¤X 

a.
																														¢££££££££¤.a 

b.
																														¢££££££££¤.b 

c.
																														¢££££££££¤.c 

Les données sont enregistrées par l’ordinateur comme suit : 

-�=a ;	-�=b ;	-z=a et n=2 

�(-�)=a ;	�(-�)=b ;	�(-z)=c 

��={a} ;	��={a,b} ; �z=X et m=2 . L’ensemble vide n’est pas considéré par le logiciel comme faisant partie de la topologie. 

i=0≤2 

‘Détermination de f(U-M) 

‘Détermination de Uf(-M) 

a	∈ 	 6+8 ‘f(U-�)	⊂ Uf(-�) 

C="	+" 

 Ecrire (« la fonction est continue au point »  ; a  ) 

 i=0+1=1 

 On passe à i=1, et on répète les mêmes itérations jusqu’à i = 2 

Ecrire (« la fonction est continue au(x) point(s) »  ;C  ) 

Détermination de f(U��)   

j= 0≤ 2 ‘la condition est respectée 

 a  ∈ {a} ’on vérifie que -M  existe dans l’ouvert �� 

 P� ← 6+8 ‘on insère �� dans P�  car -M ∈ ��  

 k=0+1=1 ‘on incrémente k 

  

j=0+1=1≤2 

 a ∈ {a,b} 

 P� ← 6+, 98 

 k=1+1=2 

 

j=1+1=2≤2  

 a	∈ {a,b,c} 

 Pz ← 6+, 9, �8 

 k=2+1=3 

 

j=2+1  ‘on quitte la boucle car la condition n’est plus respectée (j>2) 
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!-� ← ⋂ P�
z
��� 		 donc !-� ←{a} 

 

s=0≤2 

 + ∈{a} ‘-� 	 ∈ !-� 

  a	∉ ""  ‘�(-�) ∉ �(!-M) 

   �(!-�) = ", a"  

 

s=1≤2  

 b ∉{a} ‘on passe directement au s suivant 

 

s=2≤2 

 c ∉ {a} 

s=3 ’on quitte la boucle 

on obtient donc �(!-�) = ", a" à la fin du sous-programme  

 

Détermination de Uf(��) 
t=0≤2 

  a	∈ 6+8  Si �(-M) ∈ �  alors  

 l� ←{a} l¡ ← �  

 l=0+1=1 

  

t=1≤2 

 a	∈ 6+, 98 

 l� ←{a,b} 

 l=1+1=2 

 

t=2≤2 

 a	∈ 6+, 9, �8 

 lz ←{a,b,c} 

 l=2+1=3 

 

t=3 ‘on quitte la boucle 

 

!�(-�) ← ⋂ l¡
�
¡��   et donc !�(-�)={a}  

 

Le temps d’exécution de l’algorithme avec le langage java est de 53 secondes pour ce cas précis. 
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